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Celem projektu jest zbadanie powiazan miedzy topologia a dynamika na poziomie kombinatorycz-
nym, aby znaczgco wzmocnié¢ narzedzia analizy danych topologicznych z jednej strony i dostarczyé
metody automatycznej analizy numerycznej w dynamice z drugiej strony. Aby wyjasni¢ naszg mo-
tywacje 1 cele, musimy przypomnie¢ pewne fakty z historii matematyki wraz z ich stosowalnoscig i
niedociggnieciami w odniesieniu do obecnych potrzeb nauki i technologii.

Odkrycie rachunku rézniczkowego przez Leibniza i Newtona w drugiej potowie XVII wieku umozli-
wito sformutowanie wielu probleméw w dynamice w postaci réwnan rézniczkowych indukowanych przez
pola wektorowe. Niestety, takich réwnan na ogét nie da sie rozwigza¢ analitycznie. Chociaz metody
numeryczne dostarczaja przyblizonych rozwiazan w skonczonych przedzialach czasu, nie mozna ich
uzy¢ do przewidywania dlugoterminowego (asymptotycznego) zachowania ukladu. Jak wykazal Henri
Poincaré pod koniec XIX wieku, dotyczy to w szczegdlnosci réwnan rzadzacych mechanika nieba. Szu-
kajac lekarstwa, Poincaré wynalazt to, co dzi$ nazywamy topologia, galaZz matematyki badajaca ksztalt
obiektéw geometrycznych. Silne powiazania miedzy topologia a dynamiks sg szczegdlnie widoczne w
teorii Morse’a, fundamentalnej teorii topologii rézniczkowej skonstruowanej w pierwszej potowie XX
wieku przez Marstona Morse’a. W teorii Morse’a bada sie gladka funkcje o wartoéciach rzeczywistych
na rozmaitoéci rézniczkowej. Z jednej strony ta funkcja ujawnia cechy geometryczne rozmaitosci po-
przez zbiory podpozioméw funkcji. Z drugiej strony generuje gradientowe pole wektorowe i potok na
rozmaitosci. Teoria Morse’a ujmuje powigzania miedzy geometrig rozmaitoéci a dynamika potoku.

Teoretycznie teoria Morse’a jest uzyteczna zaréwno w topologii, jak i dynamice, ale nie prowadzi do
narzedzi algorytmicznych, ktére mogtyby skorzystaé z tych powiazan. Dzieje sie tak, poniewaz algoryt-
my dziataja na strukturach skonczonych, podczas gdy klasyczna teoria Morse’a wymaga rozmaitosci
rozniczkowalnej. Wyjatkiem jest tutaj wariant teorii Conleya, stanowiacy istotne uogolnienie teorii
Morse’a. Jedna z wersji tej teorii opiera sie na homologii, jednym z gtéwnych narzedzi w topologii
algebraicznej. Algorytmiczne obliczenia homologii, chociaz na ogdl nie sg zbyt wydajne, sa mozliwe i
w potlaczeniu ze $cistymi obliczeniami numerycznymi przy uzyciu arytmetyki przedzialowej moga by¢
wykorzystane do uzyskania wspomaganych komputerowo dowoddéw asymptotycznego opisu dynamiki
rownania rézniczkowego. Od poczatku XXI wieku liczba takich dowodow stale ro$nie. Jednak aby taki
dowdd sie powiddl, nalezy odpowiednio dobra¢ kilka parametréw, a osigga sie to poprzez wiele godzin
eksperymentéw numerycznych wymagajacych ludzkiej wiedzy i cierpliwosci. Poszukiwanie zautoma-
tyzowanej metody komputerowej analizy uktadu dynamicznego jest czedcig niniejszego projektu. Taka
zautomatyzowana metoda musialaby dobrze taczyé sie z narzedziami topologicznymi. Aby to osiagnad,
wymagany jest kombinatoryczny odpowiednik pola wektorowego. Taki odpowiednik w postaci kombi-
natorycznego pola wektorowego zostal zaproponowany przez Robina Formana pod koniec XX wieku,
jako cze$¢ jego pracy nad czysto kombinatoryczna wersja teorii Morse’a. Pézniej zostal uogélniony do
koncepcji kombinatorycznego pola wielowektorowego, lepiej dostosowanego do potrzeb modelowania
ogoélnych réwnan rézniczkowych.

Potrzeba kombinatorycznego odpowiednika ukladu dynamicznego jest jeszcze silniej widoczna w
analizie prébkowanych ukladéw dynamicznych, to jest uktadéw dynamicznych znanych tylko ze skon-
czonych prébek zebranych z obserwacji lub eksperymentéw, gdy nie ma dostepnego wiarygodnego
modelu matematycznego. Jest to zwiazane z nasza szybko rosnaca zdolnoscia do zbierania ogromnych
ilosci danych, zaréwno o charakterze statycznym, jak i dynamicznym. W ujeciu geometrycznym zbio-
ry danych tworza chmure punktéw w przestrzeni wielowymiarowej. Chmura aproksymuje zamknieta
hiperpowierzchnie w przestrzeni, a topologia tej hiperpowierzchni dostarcza uzytecznych wskazowek,
jakie informacje sa ukryte w danych. Bardzo skutecznym narzedziem w analizie danych topologicznych
sg homologie persystentne zaproponowane przez kilku autoréw na przetomie XX i XXI wieku. Homolo-
gie persystentne zbieraja czasy narodzin i $mierci cech topologicznych w formie diagramu persystencji
lub kodu kreskowego. Informacje zebrane na diagramie persystencji sa nastepnie wykorzystywane do
rozrézniania chmur punktéw. Wydaje sie jednak, ze znacznie glebszy wglad w geometrie chmury
punktow jest mozliwy. Jednym z wynikéw poprzedniego projektu byta obserwacja, ze homologie per-
systentne moga by¢ postrzegane jako forma kombinatorycznej teorii Morse’a zaproponowanej przez
Formana. Ta obserwacja tworzy platforme do przenoszenia narzedzi topologicznych w dynamice do
analizy danych topologicznych nie tylko w kontekécie danych dynamicznych, ale takze dla ogdlnych
chmur punktéw zbierajacych dane statyczne.

Zebrane w ten sposob informacje ujawnilyby ksztalt chmury punktéw bezposrednio, poprzez stabilne
i niestabilne rozmaitosci zbioréw niezmienniczych dynamiki gradientowej, a nie opieralyby sie jedynie
na czasach narodzin i Smierci. Aby to osiaggnad, trzeba zbudowaé¢ odpowiednia teorie na bazie tego, co
aktualnie jest jedynie obserwacja. Taka teoria jest jednym z gtéwnych celéw niniejszego projektu.



