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Wymierne grupy homotopii w analizie geometryczne;

Adam Grzela

W fizyce zlozone systemy sa czesto opisywane za pomoca wielkosci, ktore odzwierciedlaja pewne cechy
ukladu — takie jak masa, tadunek, energia potencjalna lub kinetyczna. Zazwyczaj wyrazaja one pewien stopien
ztozonosci ukladu, tj. ile czegos jest lub jak szybko sie porusza czy zmienia. Ostatnia z tych wielkoSci — energia
— jest kluczowa dla wspdlczesnych sformutowan fizyki matematycznej. Latwo ja opisaé w prostych systemach
mechanicznych — problemem sa subtelniejsze zjawiska, takie jak pola elektromagnetyczne lub grawitacyjne.
Niemniej jednak, w przypadku pola elektrycznego &£ : R® — R? o potencjale ® : R3 — R, energie £ w pewnym
obszarze (2 definiuje si¢ jako érednia z kwadratu szybkosci zmiany potencjatu:

E(®) = /Q |Vo|2. (1)

Warto zauwazy¢, ze to faktycznie mierzy, jak ,,skomplikowane” jest pole: zerowa energia odpowiada statemu
potencjatlowi (a zatem brakowi pola), podczas gdy wysoka energia wskazuje na bardzo zmienny potencjal i pole.

W przypadku bardziej zaawansowanych modeli fizycznych, takich jak model Skyrme-Faddeeva w fizyce ciata
stalego i magnetyzmie lub pewnych teoretycznych opiséw cieklych krysztalow, mozna réwniez zdefiniowaé inne,
topologiczne miary zlozonosci. Jako przyklad rozwazmy potencjal na plaszczyznie, ktéry przyjmuje wartosci
na sferze jednostkowej S?, zwanej réwniez przestrzenia stanéw lub docelows. Narzucajac pewng regularnosé ,w
nieskoriczonoéci”, ® mozna postrzegaé jako przeksztalcenie z uzwarcenia, co daje ® : S? — S2. W przypadku
takiego odwzorowania mozna zdefiniowaé jego stopien topologiczny deg @, ktory, méwiac ogdlnie, zlicza, ile razy
sfera w dziedzinie pokrywa sfere docelowa — traktujac ® jako ,nawiniecie” jednej sfery na druga.

To jest, ponownie, uzyteczna miara zlozonosci: przeksztalcenie o stopniu zerowym jest podobne do funkcji
stalej, podczas gdy wysoki stopien topologiczny wskazuje, ze potencjal zmienia sie znaczaco. Warto zauwazy¢,
ze ten niezmiennik przyjmuje tylko wartoéci catkowite, wykazujac w ten sposéb forme , kwantyzacji”.

Ten projekt bada, czy wielkosci mierzace ztozonos¢ topologiczna i analityczna potencjalu — takie jak stopien
i energia opisane powyzej — sa powiazane, a jesli tak, jaka jest natura tego zwiazku. W obecnym przykladzie,
stopien topologiczny danego odwzorowania mozna powiazaé z jego energia za pomoca nastepujacej nieréwnosci:
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Takie oszacowanie jest mozliwe dzigki glebokiemu wynikowi z topologii algebraicznej znanemu jako twier-
dzenie Sullivana. Laczy wymierny (lub rzeczywisty) typ homotopii przestrzeni docelowej (tj. rézne uogélnione
stopnie topologiczne) z algebra form rézniczkowych tej przestrzeni, umozliwiajac oszacowanie analityczne. Do-
ktadniej, poprzedni przyktad wykorzystuje zwiazek miedzy rzeczywistym typem homotopii m2(S?) ® R repre-
zentowanym przez deg, a algebra gladkich form rézniczkowych na S?, przestrzeni docelowej.

Istnieja daleko idace uogdlnienia tej procedury: dla réznych przestrzeni docelowych mozna rozwazy¢ rézne
uogdlnione stopnie wynikajace z ich rzeczywistego typu homotopii i ich zwiazki z réznymi pojeciami energii.
Wiasciwym pojeciem jest tutaj p-energia dla réznych wartosci p:

B,(®) = [ |val. ®)

W pionierskich pracach Novikova i Hardta-Riviere’a zaproponowano stosunkowo prosta procedure uzyskiwa-
nia szacunkéw analitycznych dla jednospdjnych rozmaitosci. Plan tego projektu polega na zbadaniu, dla ktoérych
przestrzeni docelowych mozemy rozszerzy¢ te procedure. W szczegdlnosci mozna zapytaé, czy takie lub podobne
procedury mozna zdefiniowa¢ dla CW-komplekséw — bogatej klasy obiektow uzyskanych przez ,sklejanie” ko-
moérek o roznych wymiarach. Waznym przykladem jest tutaj bukiet rozmaitosci — przestrzen skonstruowana
przez polaczenie dwéch lub wiecej przestrzeni w jednym punkcie. Nawet proste przyklady, takie jak S™ v S”,
maja juz nowe nietrywialne rzeczywiste niezmienniki homotopii w poréwnaniu z klasycznym S™.

Wyniki tego projektu moga poméc w zrozumieniu zagadnien z zakresu fizyki (np. istnienie tzw. solitonéw
topologicznych) i analizy (np. slaba aproksymowalno$é przeksztalcen Sobolewa). Ponadto relacje pomiedzy
wlasnosciami topologicznymi i analitycznymi funkcji mozna wykorzysta¢ do znalezienia topologicznych kontr-
przyktadéw dla probleméw analizy matematycznej i rownan rézniczkowych.



