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czyli zbioréw rozwiazan ukladéw réwnan wielomianowych. Jej korzenie siegaja starozytnej greckiej
geometrii skupionej na prostych i stozkowych, jednak na przestrzeni wiekéw ewoluowala, obejmu-
jac znacznie bardziej zlozone obiekty i zaawansowane metody. Centralnym wyzwaniem w geometrii
algebraicznej pozostaje klasyfikacja rozmaitosci algebraicznych, do ktérej podchodzi sie z dwbch per-
spektyw:

e Rozwijanie niezmiennikéw umozliwiajacych rozréznienie miedzy rozmaitosciami. Wymaga to
czesto abstrakcyjnych koncepcji, takich jak kategorie pochodne — pojecie wprowadzone przez
Grothendiecka w ramach algebry homologicznej.

e Konstrukcje rozmaitosci o okreslonych niezmiennikach lub wyrézniajacych sie wlasciwosciach,
co okresla sie mianem geometria algebraiczna konkretna.

Niniejszy projekt bada interakcje pomiedzy klasyczna geometria algebraiczna, a nowoczesnym podej-
Sciem opartym na kategoriach pochodnych. Integrujac klasyczne techniki ze wspétczesnymi metodami,
badania maja na celu dostarczenie zaréwno teoretycznych wgladéw, jak i praktycznych narzedzi do
zrozumienia geometrii rozmaitosci poprzez ich kategorie pochodne. Szczegdlny nacisk kladziemy na
badanie informacji zakodowanej w kategorii pochodnej rozmaitosci oraz operacji geometrycznych in-
dukujacych réwnowaznoéci kategorii pochodnych.

W kontekscie ogélnej klasyfikacji minimalnych rozmaitosci, wyréznia sie trzy klasy: rozmaitosci
typu Fano, typu Calabi-Yau i typu ogélnego. Centralny wplyw na badanie kategorii pochodnych jako
niezmiennika rozmaitosci jest twierdzenie o rekonstrukcji Bondala-Orlova. Glosi ono, ze kategoria
pochodna dowolnej rozmaitoéci Fano, jak réwniez dowolnej rozmaitosci typu ogdlnego, jednoznacznie
okredla te rozmaito$é. Wynik ten wyrdznia klase rozmaitosci typu Calabi-Yau, ktore w klasyfikacji
rozmaitosci plasuja sie niejako pomiedzy rozmaitosciami Fano, a rozmaito$ciami typu ogélnego. W
przeciwienstwie jednak do tych klas, dwie rézne rozmaitosci typu Calabi-Yau moga dzieli¢ te sama
kategorie pochodna, co sprawia, ze badanie rownowaznosci pochodnych jest nierozerwalnie zwigzane z
ich teoria. Funktory wiazace dwie kategorie réznych rozmaitoéci nazywane sa transformatami Fourier-
Mukai.

Znaczenie rozmaitosci typu Calabi-Yau wykracza poza ich role w problemie klasyfikacji. Te na-
turalne obiekty geometryczne pojawiaja sie w réznych obszarach matematyki i fizyki teoretycznej,
szczegblnie w teorii strun, gdzie modeluja wszechswiat. Teoria strun zaklada, ze wszech$wiat jest roz-
wlékniony przez mikroskopijne, trojwymiarowe zespolone rozmaitosci Calabi-Yau, w ktorych drgaja
struny. Wzorce drgan tych strun na rozmaitoéciach Calabi-Yau determinujg obserwowane czastki, co
czyni badanie rozmaitosci Calabi-Yau kluczowym dla zrozumienia modeli wszech$wiata opartych na
teorii strun. Wspéltdziatanie teorii rozmaitosci Calabi-Yau z teorig strun wygenerowalo wiele hipotez
w matematyce, inspirowanych ich znaczeniem fizycznym. Jedna z najbardziej wyrézniajacych sie jest
hipoteza symetrii lustrzanej. Matematycznie postuluje ona, ze rozmaitoéci Calabi-Yau istnieja w pa-
rach o zamienionych pewnych strukturach. Chociaz niektére formy tej hipotezy zostaly udowodnione
dla prostszych przypadkéw, takich jak przeciecia zupetne w rozmaitosciach torycznych, pozostaje ona
otwartym pytaniem dla bardziej ogdlnych klas. Zwiazek miedzy symetria lustrzana a teoria kategorii
dostarczyt nowych interpretacji i narzedzi do zajecia sie tym zagadnieniem. W szczegdlnosci, pary roz-
maitosci Calabi-Yau o rownowaznych kategoriach pochodnych wykazuja tak uderzajace podobienstwa,
ze przewiduje sie, iz dzielg ten sam ,lustrzany odpowiednik”. Obserwacja ta kwestionuje tradycyjne
rozumienie symetrii lustrzanej jako symetrii i motywuje glebsze badania, ktore stanowia centralny
element naszych badan.

Projekt podejmuje kilka istotnych i wymagajacych probleméw na styku geometrii i kategorii po-
chodnych:

e Badanie zmiane kategorii pochodnych w kontekscie przeksztalcenn biwymiernych, operacji zmienia-

jacych tylko niewielka czes$é rozmaitosci, pozostawiajac reszte niezmieniona.

Konstrukcja niebiwymiernych rozmaitosci o réwnowaznych kategoriach pochodnych.

Opracowanie kryteriéw réwnowaznosci kategorii pochodnych w przypadku wybranych rozmaitosci

typu Calabi-Yau, w szczegdlnoéci rozmaitosci hiper-Kéahlerowskich.

Wykorzystanie réwnowaznosci kategorii pochodnych do konstrukeji rozmaitosci hiper-Kéhlerowskich,

rzucajac $wiatto na tych enigmatycznych czlonkéw rodziny Calabi-Yau.

e Poréwnywanie rozmaitosci poprzez pojecia zwiazane z kategoriami pochodnymi, poszerzajac zro-
zumienie ich relacji i klasyfikacji.

To kompleksowe podejécie ma na celu zblizenie klasycznej geometrii i nowoczesnych technik, oferujac
innowacyjne Sciezki zaréwno dla eksploracji teoretycznej, jak i konkretnych zastosowan.



