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Streszczenie popularnonaukowe

Badamy zagadnienia zwigzane z ciggami liczbowymi i szeregami potggowymi powstajacymi w réznych dziedz-
inach nauki, jak np. informatyka, logika, kombinatoryka i algebra. Najpopularniejszy przyktad to cigqg Fibonac-
ciego:

fovi=Ifn—foo1, fo=0,fi=1 (D

Czy majac dwa ciagi f,, g, mozemy zdecydowac (za pomocg algorytmu/programu), czy f, = g, dla kazdego
n € N? Pytanie to nosi nazwe ,,problem réwnowazno$ci” i jest jednym z gtéwnych tematéw tego projektu. Ma
zastosowanie w teorii automatéw (czy dwa automaty rozpoznaja ten sam jezyk?), teorii sterowania (czy trajektorie
dwéch uktadéw dynamicznych sg takie same?), oraz algebrze komputerowej (czy dwa skomplikowane wyrazenia
reprezentuja t¢ sama wielko$¢?).

Innym waznym dla nas zagadnieniem jest problem niezmiennikéw. Na przyktad ciag f,, = (—1)" spetnia niezmi-
ennik f2 = 1. Czy mozemy znalez¢ (skoficzona reprezentacije) wszelkich niezmiennikéw spetnianych przez takie
ciggi? (Niezmienniki uogélniaja réwnowaznos¢, poniewaz f,, = g, jest niezmiennikiem.) Niezmienniki odgry-
waja kluczowa role w fizyce, poniewaz zapewniaja gieboki wglad w system, czgsto w postaci praw zachowania:
wielkoSci, ktére nie zmieniaja si¢ podczas obliczefi, moga mieé gigbokie znaczenie fizyczne.

Istnieje wiele sposobdw opisu ciggéw liczbowych. PokazaliSmy najprostszy spos6b definiowania kolejnej wartosci
fn+1 wedtug pewnej reguty w zalezno$ci od poprzednich f,,, f,—1, itd... Dobierajac odpowiednio forme tych za-
leznoSci mozemy reprezentowac znane z kombinatoryki ciagi, np. liczby Catalana Cyy1 = CpCo + Cp—1C1 +
+++ 4 CnCy, liczby Bell’a Bpy 1 = () Bo + (})B1 + - -+ + (1) Bn, i wiele innych. Kiedy juz mamy rézne klasy
ciagdw, mozemy zada¢ pytania takie jak: Czy kazdy ciag zdefiniowany jak Fibonacci mozna réwniez zdefiniowac
jak kataloniski (tak)? I odwrotnie (nie)? Ogodlnie rzecz biorac, jest to przyktad problemu nalezenia (ang. mem-
bership problem): czy dany ciag mozna zdefiniowac takze w inny sposéb? Problem ten jest wazny, poniewaz
jego algorytmicznie rozwigzanie pociaga za soba glgbsze zrozumienie tego, co jest konieczne do rekurencyjnego
zdefiniowania ciagu.

Ciagi liczbowe powstaja réwniez w logice. Przyktadowo za pomoca formuty z logiki ¢ mozemy opisaé wtasciwosci
struktur skonczonych, np. ,,dana struktura sktada si¢ z ciagu elementéw, a ich potozenie powiazane jest relacja
réwnowaznosci”. Z ¢ mozemy skonstruowaé ciag fi (tzw. cigg Specker’a), ktéry zlicza struktury n-elementowe
spetniajace . Mozemy teraz zapytaé, czy fi = B, (tak), co jest bardzo nietrywialnym pytaniem. Poniewaz
réwnowazno$¢ ciagdw Specker’a jest w ogélnosci nierozstrzygalna (tj. nie ma algorytmu, ktéry mégltby rozwiazac
ten problem), w projekcie skupimy si¢ na ograniczeniach, w ramach ktérych mozna omina¢ t¢ przeszkode.

Ciagi liczbowe f,, mozna uogdlni¢ za pomoca jezykéw wazonych f,,, gdzie w jest ciagiem symboli, np. w =
aaba. Jezyki wazone moga by¢ traktowane jako semantyka pewnych modeli obliczeniowych, np. automatéow
wazonych (uogdlniajacych Fibonacciego), gramatyk (uogdlniajacych jezyka kataloriskiego) i innych. Problemy
réwnowaznosci, niezmiennikéw, przynaleznosci i inne mozna uogdlni¢ na jezyki wazone. Uogoélnienia te czgsto
prowadza do trudnych i dtugo nierozwiazanych probleméw otwartych.

Interesuje nas nie tylko to, czy dany problem jest rozstrzygalny, ale takze jaka jest jego ztoZonosé obliczeniowa,
tj. zasoby niezbgdne (dla problemu) i wystarczajace (dla algorytmu) z punktu widzenia czasu i pamigci.

Reasumujac, jest to projekt o charakterze gléwnie teoretycznym. Naszym ogélnym celem jest zrozumienie rozstrzy-
galnodci i ztozonosci obliczeniowej problemu réwnowaznosci klas ciagéw liczbowych i szeregéw potggowych po-
jawiajacych si¢ w informatyce, logice, kombinatoryce, fizyce, uktadach dynamicznych i algebrze. Rodzi to wiele
probleméw otwartych, ktére zamierzamy zbadac.



