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Projekt po$wiecony jest zagadnieniom na styku algebry i teorii reprezentacji algebr, ktére w in-
teresujacy sposob powiazane sg z kombinatoryka powierzchni triangulowalnych, tzn. 2-wymiarowych
rozmaitoséci zwartych z ustalona triangulacja. Pojecie reprezentacji (poczatkowo w kontekscie grup)
zostalo po raz pierwszy zbadane przez Frobeniusa w drugiej potowie XIX wieku, i jego autor zapew-
ne wtedy nie przypuszczal, ze kilkadziesiagt lat pdzniej pojecie to znajdzie zastosowanie w mechanice
kwantowej (w opisie orbitali elektronowych), czy w teorii drgan czasteczki. Reprezentacje (pdzniej zwa-
ne réwniez modutami) odgrywaly istotna role w rozwoju matematyki — zwlaszcza algebry — i od lat 70
XX wieku stanowia oddzielny obiekt badan teorii nazywanej teoria reprezentacji algebr. Przyjmujemy
taka date narodzin tej teorii, poniewaz jej bujny rozkwit od lat 70 zawdzieczamy wprowadzeniu po-
jecia kotczanu, ktore zrewolucjonizowalto podejicie do opisu struktury algebr i ich kategorii modutéw
nadajac mu nowy kombinatoryczny charakter.

Kolczany to nic innego jak grafy skierowane, ale z mozliwoécia
wielokrotnych strzalek i petli. Opis algebry (nad cialem K) po-
przez kolczan z relacjami polega na wskazaniu kolczanu @) oraz
pewnego zestawu roéwnosci nazywanych relacjami, w taki spo-

séb, ze dana algebra jest algebra ilorazowa postaci KQ/I, gdzie AN / \

KQ to tzw. algebra drdg kolczanu @ (jej baze stanowia wszystkie C a H b Q ) )
drogi w @), a I jest dwustronnym ideatem w K@ generowanym AN / \ / \
przez wskazane relacje (ktore sa kombinacjami liniowymi pew- ‘ 1 5 6
nych drog, w ten sposob, ze generator p € I odpowiada réwnosci ~_ 7
p=0wA).

Naszym gléwnym obiektem zainteresowania sa algebry stowarzyszone z
triangulacjami powierzchni zwartych, zwane réwniez wazonymi algebramsi po-
d . wierzchni, ktérych zdefiniowanie bylo efektem syntezy wieloletnich badan
< ) ¢ nad tzw. algebrami symetrycznymi i okresowymi, ktore przyciagaja uwage
a matematykow od co najmniej osiemdziesieciu lat. W konstrukeji wazonej al-
gebry powierzchni startujemy od powierzchni z triangulacjg oraz dowolnie
wybrang orientacja tréjkatéw, i stowarzyszamy z nia tzw. kolczan triangu-
lowalny @, w ktérym wierzchotkami sa krawedzie triangulacji, a strzalki od-
zwierciedlajg wybrang orientacje. Wéwczas wazong algebra tej powierzchni
definiujemy jako algebre KQ/I, gdzie I jest generowany przez 'relacje’ uza-
4 leznione od wzajemnego polozenia trojkatéw w triangulacji oraz pewnych
) wag. Na przyktad na rysunku po powyzej widzimy kolczany triangulowalne
stowarzyszone z triangulacjami powierzchnii z rysunku po lewej (wybiera-
my tzw. zgodng orientacje wszystkich trojkatow, tzn. taka, ze kazda krawedz

wspoélna dla dwoch tréjkatéw, jest zorientowana przeciwnie w obu z nich).

Ostatnie wyniki otrzymane w 2019 roku pokazujg uniwersalnos¢ powyzszej
konstrukcji. Udowodniono mianowicie, ze jesli dana jest algebra A = KQ/I, gdzie () ma przynajmniej
4 wierzcholki i jest 2-regularny (tj. kazdy wierzcholek w @ jest poczatkiem i koncem doktadnie dwoch
strzalek), to A jest oswojona symetryczna algebra o okresie 4 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest wazona
algebra powierzchni (poza kilkoma wyjatkami) albo tzw. wyZszq algebrqg czworo$cianu (ta ostatnia jest
okreslona przez drugi z kotczanéw na rysunku, ale relacje sa inne niz w przypadku algebry powierzchni
stowarzyszonej z tym kolczanem triangulowalnym). Ponadto, w latach 2021-2023 prowadzone byly
intensywne badania nad rozszerzeniem tych wynikéw, czego rezultatem bylo odkrycie dwoch nowych
klas algebr istotnie uogdélniajacych wazone algebry powierzchni. Najszersza z tych klas nazwaliSmy
klasa uogolnionych wazonych algebr powierzchni, poniewaz ich konstrukcja jest pewnym subtelnym
odpowiednikiem poprzedniej konstrukcji, w ktorej punktem wyjscia jest powierzchnia z triangulacja.

Celem tego projetku jest przedstawienie pelnej klasyfikacji wszystkich oswojonych symetrycznych
algebr okresowych o okresie 4, ktére stanowia istotny obiekt badan powiazany z réznymi dzialta-
mi algebry. Taka klasyfikacja byla by rozwiazaniem dlugoletniego waznego problemu otwartego oraz
uwienczeniem wielu lat pracy. Ponadto ostatnie wyniki wskazuja bardzo wyraznie, ze klasa uogdélnio-
nych wazonych algebr powierzchni jest naturalnym kandydatem. Glowna hipoteza tego projektu jest
taka, ze kazda oswojona algebra symetryczna o okresie 4 (poza wyjatkami) jest uogélniona wazona
algebra powierzchni. Poza udowodnieniem tego twierdzenia projekt skupia sie na badaniu ww. klas
algebr pod katem wykorzystania pojecia mutacji, ktére ma naturalng interpretacje zaréwno w jezyku
"flipéw” triangulacji powierzchni jak i w jezyku algebry homologiczne;j.



