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MARCIN LARA

W tym projekcie planujemy bada¢ schematy, rozmaitosci i przestrzenie sztywne - podstawowe
obiekty geometrii algebraicznej i sztywnej, za pomoca nowych metod taczacych matematyke
skondensowanq i wyzszq teorie homotopii.

Rozmaitosci mozna klasycznie postrzegac jako zera uktadow wielomianow. Nad liczbami ze-
spolonymi takie obiekty daja sensowne przestrzenie topologiczne (tzn. pewne dobrze zdefinio-
wane ,ksztatty”, ktére matematycy moga badac), do ktérych narzedzia topologii algebraicznej
moga by¢ z powodzeniem stosowane.

Co wiecej, struktura algebraiczna, w ktorg wyposazone sg rozmaitosci, nie tylko daje nam
dodatkowe narzedzia do ich badania, ale pozwala tez stosowa¢ podobne metody w sytuacjach,
gdzie na pierwszy rzut oka jest mato lub w ogdle nie ma informacji topologicznej: na przyktad
nad ciatami skonczonymi, to znaczy w sytuacjach, gdy ciato liczb zespolonych C jest zasta-
pione przez ciato, ktore zawiera tylko skonczenie wiele liczb - co§ w duzej mierze o naturze
arytmetyczne;.

Byto to mozliwe dzigki pomystom siggajacym prac pioniera w tej dziedzinie - A. Grothen-
diecka, ktory znalazt sposéb na zdefiniowanie ,ksztaltu” z czysto algebraicznych danych i na-
sladowanie na nim technik topologii algebraicznej. Te ,,sztuczna topologie” nazwano topologia
étalng. Pozwolilo to odtworzy¢ pojecia znane z topologii algebraicznej, takie jak grupa pod-
stawowa (ktéra parametryzuje ,petle” wewnatrz naszej przestrzeni) w postaci étalnej grupy
podstawowej 7¢*(X) rozmaitoéci X. Pézniejsze prace Artina—Mazura-Friedlandera pozwolilty
zrobié¢ to samo dla wyZszych grup homotopii: mo, 73, . . ..

W serii prac, Peter Scholze, wspdlnie ze wspoétpracownikami, zauwazyt, ze praca w bar-
dziej skomplikowanej topologii pro-étalnej w rzeczywistosci upraszcza znaczna czesci teorii. Co
wiecej, te idee doprowadzity do narodzin tak zwanej matematyki skondensowanej. Podstawowe
zalozenie tej teorii polega na rozwazaniu odwzorowarn z pozornie ezoterycznych (cho¢ wzglednie
»prostych”) obiektéw topologicznych - zbioréw proskoriczonych - w przestrzenie topologiczne,
co w duzej mierze pozwala to pracowac¢ tak, jakby te przestrzenie topologiczne byty po pro-
stu zbiorami lub, jesli ponadto majg dodatkowsa strukture algebraiczng, jakby byty obiektami
czysto algebraicznymi (bez topologii).

RYSUNEK 1. Zbiezny ciag punktéw wraz z granica - podstawowy przyktad zbioru proskoriczonego.

Nasze cele w tym projekcie moga by¢ zwiezle podsumowane jako:

e Wykorzystanie matematyki skondensowanej do zdefiniowania i badania do-
kladniejszych niezmiennikéw: na przyktad, do zdefiniowania wyzszych grup homo-
topii (tak jak to zrobili Artin i Mazur), ale w pro-étalnym kontekscie. Poréwnanie ich z
lepiej znanymi niezmiennikami. Policzenie w niektorych przypadkach.

e Wykorzystanie matematyki skondensowanej do tgczenia pojec z r6znych dzie-
dzin matematyki: szukanie szerokiego wspélnego formalizmu dla niektérych niezmien-
nikéw w geometrii algebraicznej / sztywnej i topologii.

e Badanie jak duze sa te niezmienniki i ile informacji niosg: wydaje sie, ze skon-
densowane 71, bez przejscia do odpowiedniego ilorazu, bywa zaskakujaco duze. Na prze-
kér temu, planujemy pokazac, ze pewne ,ujarzmione” wersje m; sa rozsadniejszych roz-
miaréw niz wezesniej przewidywano.



