
Nieoczekiwane powierzchnie typu (d+ k, d) w przestrzeni rzutowej PN

Streszczenie popularnonaukowe

Problemy interpolacji wielomianowej pojawiają się w wielu dziedzinach nauki i technologii. Najła-
twiejszy z nich, który może być rozwiązany nawet przez uczniów szkół średnich, polega na znalezieniu
wielomianu o zadanym stopniu, mającego określone wartości w określonych punktach na prostej rze-
czywistej.

Wyobraźmy sobie, że mamy zbiór punktów na płaszczyź-
nie i szukamy krzywej (o zadanym stopniu), przechodzącej
przez ten zbiór punktów określoną liczbę razy, podobnie jak
ta na obrazku po prawej stronie.

Ten problem wydaje się być podobny do wcześniejszego,
ale zaskakująco jest bardzo trudny i matematycy nie wiedzą,
jak go rozwiązać w pełnym zakresie. Jeśli punkty są w do-
statecznie ogólnym położeniu i chcemy znaleźć najmniejszy
możliwy stopień krzywej przechodzącej przez nie tylko raz,
to wiemy, jak to zrobić. Pomysłem jest zapisanie układu
równań liniowych uzyskanych poprzez narzucenie zanikania dla zbioru naszych punktów, a następnie
zbadanie wymiaru jego rozwiązania.

Jeśli rozważamy punkty o pewnej krotności, gdzie wymagamy, aby pochodne cząstkowe wielomia-
nów do pewnego rzędu zanikały w tych punktach, problem staje się znacznie bardziej skomplikowany
i słabo zrozumiany. Nawet dla punktów w ogólnym położeniu nie jest znana pełna odpowiedź. W przy-
padku płaszczyzny rzutowej hipotetyczny obraz sytuacji, oparty na hipotezie Nagaty z 1960 roku i tzw.
hipotezie SHGH, jest dość klarowny, ale wciąż daleki od rozwiązania. W trójwymiarowej przestrzeni
rzutowej istnieje hipoteza Laface’a i Ugaglii, ale niewiele jest nawet przewidywane w przypadku prze-
strzeni rzutowych o wyższych wymiarach.

W 2016 roku Cook II, Harbourne, Migliore i Nagel opublikowali artykuł z innowacyjnym spojrze-
niem na ten problem. Badają oni warunki narzucone przez ogólny tłusty punkt (czyli punkt, przez
który nasza krzywa powinna przechodzić d razy) na system krzywych płaskich o zadanym stopniu

i przechodzących przez pewną szczególną konfigurację zre-
dukowanych punktów. Kluczowym faktem tutaj jest to, że
tłusty punkt można umieścić w dowolnym miejscu, a punkty
w konfiguracji narzucają niezależne warunki na krzywe
stopnia d+ 1. Okazuje się, że w takim przypadku jesteśmy
w stanie stwierdzić, czy pożądana krzywa istnieje, czy nie.
To podejście doprowadziło do odkrycia niektórych ’niespo-
dziewanych’ krzywych oraz do szybko rosnącego zaintereso-

wania i aktywności badawczej w tej dziedzinie. Przykład takiej krzywej (z d = 3) jest przedstawiony
na obrazku po lewej stronie.

W ramach tego projektu badawczego chcemy rozszerzyć wiedzę na wyższe wymiary i uogólnić
dotychczasowe wyniki w dziedzinie niespodziewanych krzywych. Nasze cele to uogólnienie konstruk-
cji niespodziewanych krzywych na wyższe wymiary oraz przedstawienie konstrukcji niespodziewanych
powierzchni w przestrzeni, a także zapewnienie kryterium numerycznego dla istnienia takich niespo-
dziewanych powierzchni. Oba te pojęcia wymagają nie tylko wykorzystania wcześniej znanych metod,
ale także przewidujemy stworzenie nowych metod, które mogą być uzyskane podczas realizacji projektu.
Te metody mogą również znaleźć zastosowanie w innych dziedzinach wiedzy naukowej.

Realizacja założonych celów nie tylko rozszerza naszą wiedzę na temat niespodziewanych hiperpo-
wierzchni, ale może być także pierwszym krokiem w kierunku udowodnienia wspomnianych wcześniej
hipotez lub może dać pomysł na stworzenie kontrprzykładu. Ponadto pełne i dokładne zbadanie niespo-
dziewanych powierzchni jest pierwszym krokiem w kierunku uogólnienia tych hipotez na przestrzenie
o wyższych wymiarach. Ponieważ interpolacja wielomianowa jest narzędziem, które ma znaczenie nie
tylko dla matematyków, metody i wyniki uzyskane podczas realizacji tego projektu mogą mieć wpływ
na różne dziedziny nauki. Ten wpływ jest jednym z głównych motywacji dla tego projektu badawczego.
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