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ISTNIENIE I REGULARNOSC UKLADOW ROWNAN ELIPTYCZNYCH O
POCHODZENIU GEOMETRYCZNYM

KATARZYNA EWA MAZOWIECKA

Wedtug legendy, w roku 333 przed nasza erg Aleksander Wielki dotart do Gordion, gdzie znajdowal
sie stynny wezel. Zgodnie z przepowiednig, osoba, ktora rozplacze wezet miata zostaé krolem catej Azji.
Aleksander, bedac w trakcie podboju Azji i dazac do umocnienia swojej pozycji, postanowit rozwigzaé
problem. Przekonal sie, ze wezta nie da sie rozplata¢ w sposdb konwencjonalny, wiec zdecydowat sie
go przeciad.

Nad problemem rozwigzania tego wezla warto sie pochyli¢ od strony matematycznej. Okazuje sie
bowiem, ze matematycznie Aleksander moglt mie¢ racje — istnieja, wezly, ktorych nie da sie rozwiazac.
Dla przyktadu takim weztem jest wezetl trojlistny,

ktory nie moze by¢ w sposob ciagly przeksztalcony w okrag. To oznacza, ze wezet trojlistny oraz okrag
nie s3 homotopijne. W tym projekcie bedziemy sie zajmowali miedzy innymi utamkowymi przksztat-
ceniami harmonicznymi, ktére sa powiazane z Energia Mobiusa (Energia Mobiusa jest funkcjonatem
zdefiniowanym na przestrzeni weztow), uzywanej miedzy innymi w matematycznych modelach DNA.
Bedziemy rozwazaé problem minimalizacji wéréd przeksztatceni, ktoére sa homotopijne z ustalonym z
gory przeksztalceniem.

Utamkowe przeksztalcenia harmoniczne mozna wyobrazié sobie w nastepujacy sposéb. Wyobrazmy so-
bie, ze mamy drut, ktorego oba korice przymocowujemy do jakiej$ powierzchni (na przyktad do sfery),
nastepnie te¢ konstrukcje zanurzamy w wodzie z mydlem. Jak powstata banka mydlana dotyka po-
wierzchni? Okazuje sie, ze matematyczne réwnanie opisujace to zjawisko jest rownaniem przeksztatcen
pot-harmonicznych (czyli punktem krytycznym pot-harmonicznej energii).

W tym projekcie bedziemy zainteresowani przeksztalceniami pomiedzy rozmaitosciami riemannow-
skimi ¥ i V. Rozmaitosci sa obiektami geometrycznymi, na przyktad moze by¢ to gtadka powierzchnia
bez samoprzecieé, jak powierzchnia kuli, lub elipsoidy, lub detki rowerowej. Majac dane przeksztalcenie
gladkie v: ¥ — N zastanawiamy sie czy istnieje inne przeksztalcenie, ktore minimalizuje zadang ener-
gie wérod przeksztatcen, ktore sa homotopijne z v. A jesli istnieje to jakie ma wtasnosci? Tutaj nalezy
tez odpowiednio rozumieé¢ pojecie homotopijnosci. Przeksztatcenia, ktére rozwazamy niekoniecznie sa
ciagte, sa jedynie w przestrzeni Sobolewa, okazuje sie, ze teorie homotopii mozna rozszerzy¢ do odpo-
wiedniej klasy takich przeksztalcenn — przeksztalcert nalezacych do krytycznej przestrzeni Sobolewa.

Bedziemy badaé kilka energii, ktére matematycznie sa ze soba powiazane: energie harmoniczna, czyli
catke Dirichleta, jej uogoélnienie energie p-harmoniczna
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oraz energie ulamkowo-harmoniczna (gdzie rozpatrywana energia jest pot-norma Gagliardo). Sa to
podstawowe funkcjonaly rozwazane w rachunku wariacyjnym, zasadnicza trudnos¢ w badaniu tych
obiektéw stanowi nieliniowy wiez — przeksztalcenie u ma wartosci w rozmaitosci NV, co sprawia, ze
problem jest nieliniowy, a co za tym idzie klasyczna teoria regularnoéci nie przektada si¢ na te problemy.
W szczegolnosci przeksztalcenia, ktore rozwazamy moga by¢ osobliwe (czyli moga by¢ nieciagte).

Jednym z celéw projektu jest stworzenie narzedzi, ktére beda stosowane takze w teorii wezléw czy
energii powierzchniowych.



