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Sciste metody numeryczne dla réwnan rézniczkowych funkcyjnych

Rownania Rozniczkowe Zwyczajne (RRZ) sa jednym z podstawowych modeli, dzigki ktorym mo-
zemy w $cisly i usystematyzowany sposéb badaé¢ otaczajaca nas rzeczywistosé. Model taki najtatwiej
wyobrazi¢ sobie na przykltadzie samochodu poruszajacego sie po drodze. Za pomoca kierownicy, ha-
mulca i gazu zmieniamy predkosé i kierunek jazdy - definiujac wektor predkosci (v). Oczywiscie wy-
bierajac kierunek, bierzemy pod uwage nasze obecne polozenie (z), zatem v jest funkcja x, v = v(z).
Gdyby samochod zostawial za soba $lad w punkcie & wtedy nakreslona linia (trajektoria) bytaby za-
lezna od czasu x = x(t) i w kazdym punkcie bylaby styczna do wektora predkosci - inaczej mowiac,
predkos¢ jest pochodna drogi po czasie: 2/(t) = v(x(t)). Zaleznosé drogi od predkosci definiuje zatem
rOwnanie zawierajace pochodna - réwnanie rézniczkowe.

Prowadzac samochod, staramy si¢ na podstawie aktualnej sytuacji wybraé¢ najlepszy wektor predko-
sci, tak aby rozwiazanie zaprowadzilo nas do wyznaczonego celu. Tu pojawia sie pytanie: czy jesteSmy
w stanie podejmowaé decyzje natychmiast? Oczywiscie odpowiedZ brzmi: ,nie”, m.in ze wzgledu na to
jak pracuje nasz uklad nerwowy zawsze reagujemy z opdinieniem. fLatwo mozna zauwazyé, ze opOz-
nienie jest obecne w bardzo wielu dziedzinach zycia: namnazanie sie nowych organizméw nie zalezy
od ilosci organizméw w danej chwili, ale od liczby dorostych osobnikéw - tych ktére narodzity sie
wczesniej 1 dopiero osiggnety dojrzalo$é. Mechanizmy regulacji genowej dziataja z opdznieniem, gdyz
sygnaly rozsytane w organizmie musza, dostaé sie do odpowiednich komoérek. Predkosé rozchodzenia
sie fal magnetycznych jest ograniczona, w zwigzku z tym sterujac z ziemi robotem na marsie nalezy
uwzgledni¢ co najmniej 3 minutowe op6znienie. Stad, chcac stworzy¢ realistyczny model zjawiska w
przyrodzie, musimy uwzglednia¢ opéznienie.

Istnieje wiele form opéZnienia, ktére moga wplynaé na uktad: moga to byé¢ opdznienia state, op6z-
nienia zalezne od potozenia ukladu (np. sygnal potrzebuje wiecej czasu na pokonanie wiekszej od-
legtosci) czy opoOznienia rozproszone (osobniki w populacji moga dojrzewaé¢ wezesniej lub pdzniej).
Wspoélnym terminem obejmujacym réwnania rézniczkowe zalezne od stanu w przeszltosci jest termin
Rownan Rozniczkowych Funkeyjnych (RRF). Tego typu modelami chcemy zajac si¢ w niniejszym pro-
jekcie.

Istnieje szereg pytan, ktore sa wazne w modelach z opdznieniem. Jak opdZnienie wptywa na dany
model? Czy da sie przewidzieé¢, jak beda wygladaty trajektorie w uktadzie? Czy uklad jest stabilny,
czy moze rozwigzania zachowuja sie chaotycznie? Czy mala zmiana parametru moze doprowadzi¢ do
katastrofy? Jak duze moze by¢ opdznienie w oddzialywaniu, zanim system stanie sie nieprzewidywalny
(np. jesli dany lek opoznia nasze reakcje, to czy mozemy po jego zazyciu bezpiecznie prowadzi¢
samochod)? OdpowiedZ na te i inne pytania jest kluczowa dla zbadania zachowania modelu (jego
dynamiki). Zrozumienie dynamiki modelu czesto pozwala wyjasni¢ przyczyny i przewidzie¢ zachowanie
rzeczywistego uktadu.

Niestety, wickszos¢ RRF modelujacych wiele ze znanych fenomenéw fizycznych wymyka sie obecnie
dostepnym metodom czysto matematycznego rozumowania. 7 pomocg przychodzg nam komputery,
dzieki ktérym mozemy badaé¢ takie uktady numerycznie z pomoca specjalnych programéw do symu-
lacji. Numeryczne rozwiazania sg jednak zawsze tylko przyblizeniem rzeczywistego obrazu dynamiki.
Stad pojawia sie pytanie: czy jesteSmy w stanie w jakis sposdb zweryfikowaé prawdziwosé obserwacji
dokonanych za pomoca komputera? Odpowiedz w wielu przypadkach jest twierdzaca i jedna z moz-
liwych odpowiedzi jest uzycie Scistych metod numerycznych, ktére oprocz znajdowania przyblizonych
rozwiazan udowadniaja, ze wystarczajaco blisko znalez¢ mozna prawdziwe rozwiazanie, w zasadzie
identyczne z przyblizonym. Tego typu metody byly stosowane juz dla réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych, a obecnie trwaja prace nad wdrozeniem ich w innych, trudniejszych klasach probleméw.

Celem niniejszego projektu jest stworzenie i zaimplementowanie takich metod w przypadku RRF
poprzez dostarczenie matematycznych narzedzi oraz oprogramowania komputerowego, ktére pozwoli w
sposob $cisty weryfikowaé obserwacje poczynione w numerycznych symulacjach. Do tej pory autorzy
projektu z powodzeniem stworzyli pierwsze wersje tego typu metod dla najprostszych rownan ze statym
op6znieniem i te badania dajg nadzieje na rozszerzenie spektrum rozwigzywanych przyktadéw na cata
klase RRF. Mamy nadzieje, ze opracowane rozwiazania postuza nie tylko do dowodzenia waznych
matematycznych twierdzen, ale w przyszlosdci stang sie przydatnym narzedziem w pracy badaczy z
innych dziedzin nauki.



