
O PARACH ZARISKIEGO OSOBLIWO�CI POWIERZCHNI

Projekt dotyczy topologii osobliwo±ci powierzchni zespolonych.
Niech g0 i g1 b¦d¡ dwoma wielomianami trzech zmiennych zespolonych z1, z2, z3. Zakªadamy, »e

g0 i g1 zeruj¡ si¦ w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych 0 ∈ C3 i »e odpowiadaj¡ce im kieªki powierzchni,
V (g0) i V (g1), maj¡ izolowane osobliwo±ci w 0. Ogólnie wiadomo, »e je±li V (g0) i V (g1) maj¡
tak¡ sam¡ topologi¦ zanurzon¡, to maj¡ t¦ sam¡ liczb¦ Milnora, µ. Z drugiej strony jest caªkiem
mo»liwe, »e dwie izolowane osobliwo±ci powierzchni maj¡ t¦ sam¡ liczb¦ Milnora (lub nawet t¦
sam¡ trójk¦ µ∗ Teissiera) i ró»ne topologie zanurzone. Obalaj¡c przypuszczenie Yau, Artal Bartolo
wykazaª ponadto, »e topologia �linku� powierzchni i wielomian charakterystyczny jej monodromii nie
wyznaczaj¡ jednoznacznie topologii pary (C3, V (gj)), j ∈ {0, 1}. Jednak w praktyce, maj¡c g0 i g1
z tym samym wielomianem charakterystycznym (lub t¡ sam¡ monodromi¡ funkcji zeta), z t¡ sam¡
trójk¡ µ∗ Teissiera i homeomor�cznymi �linkami� abstrakcyjnymi, bardzo trudno jest sprawdzi¢,
czy istnieje homeomor�zm par (C3, V (g0)) i (C3, V (g1)). W tym projekcie jeste±my zainteresowani
pewnymi typami osobliwo±ci powierzchni, które �przypuszczalnie okre±laj¡� pary kieªków V (g0) i
V (g1) maj¡cych te same powy»sze niezmienniki, ale topologie par (C3, V (g0)) i (C3, V (g1)) s¡ ró»ne.

Dokªadniej, zaªó»my teraz, »e dla j ∈ {0, 1} wielomian gj ma posta¢ gj = fj+zd+m
i (i ∈ {1, 2, 3}),

gdzie m jest liczb¡ caªkowit¡ ≥ 1, a fj jest niestaªym, zredukowanym, wielomianem jednorodnym
stopnia d speªniaj¡cym nast¦puj¡ce warunki (które s¡ speªmione po stosownej zamianie ukªadu
wspóªrz¦dnych):

(i) zbiory punktów krytycznych krzywych rzutowych Cj = {fj = 0} ⊆ P2 nie przecinaj¡ »adnej
osi wspóªrz¦dnych zi = 0 w P2 (1 ≤ i ≤ 3);

(ii) fj jest �convenient� (tzn. diagram Newtona fj przecina ka»d�a o± wspóªrz�ednych) i niezde-
generowany w sensie Newtona na dowolnej ±cianie ∆ diagramu Newtona, która nie jest
maksymalnego wymiaru.

Wtedy gj okre±la izolowan¡ osobliwo±¢ powierzchni w C3 zwan¡ osobliwo±ci¡ Lê�Yomdina. Zaªó»my
te», »e rzutowe styczne sto»ki V (g0) i V (g1) (czyli krzywe rzutowe C0 i C1) tworz¡ par¦ Zariskiego

krzywych rzutowych w P2 (tj. C0 i C1 maj¡ takie same �combinatorics�, a pary (P2, C0) i (P2, C1)
nie s¡ homeomor�czne). Mówimy, »e (V (g0), V (g1)) jest ζ-par¡ Zariskiego osobliwo±ci powierzchni,
je±li kieªki g0 i g1 w 0 maj¡ t¦ sam¡ funkcj¦ zeta monodromii i je±li odpowiednie linki, Kg0 i Kg1 ,
maj¡ t¦ sam¡ topologi¦. Ostatnio Oka i autor pokazali, »e je±li osobliwo±ci krzywych C0 i C1 s�a
niezdegenerowane w sensie Newtona w stosownych lokalnych wspóªrz�ednych, to (V (g0), V (g1)) jest
ζ-par¡ Zariskiego osobliwo±ci powierzchni, g0 i g1 maj�a t¦ sam¡ trójk¦ µ∗ Teissiera, ale wielomiany
te le»�a w ró»nych ªukowo spójnych skªadowych stratu µ∗ = const. Tak¡ specjaln¡ ζ-par¦ Zariskiego
nazywamy µ∗-par¡ Zariskiego osobliwo±ci powierzchni. Oczywi±cie, bycie µ∗-par¡ Zariskiego osobli-
wo±ci powierzchni nie oznacza, »e V (g0) i V (g1) maj¡ ró»ne topologie zanurzone. Jest to jednak
niezb¦dny warunek i wa»ny krok w zrozumieniu problemu.

Pierwszym celem niniejszego projektu jest zbadanie analogicznego pytania dla stratu µ = const.
Dokªadniej, pytamy, czy prawd¡ jest, »e niezdegenerowanie w sensie Newtona osobliwo±ci krzywych
C0 i C1 implikuje równie», »e (V (g0), V (g1)) jest µ-para Zariskiego osobliwo±ci powierzchni (czyli
µ∗-para Zariskiego, dla której nie tylko g0 i g1 le»¡ w ró»nych ªukowo spójnych skªadowych stratu
µ∗ = const, ale tak»e le»¡ w ró»nych ªukowo spójnych skªadowych stratu µ = const). Jest to znacznie
silniejsze stwierdzenie.

Drugim celem tego projektu jest zbadanie problemów podobnych do wymienionych powy»ej
(zarówno dla µ∗, jak i µ), ale ogólniejszej sytuacji, gdzie (C0, C1) jest para Zariskiego krzywych
rzutowych z wag�a, w pªaszczy¹nie rzutowej z wag�a.

Wreszcie, naszym trzecim i ostatnim celem jest zbadanie analogicznych problemów dla niektórych
innych klas osobliwo±ci powierzchni (tj. osobliwo±ci, które nie s¡ typu Lê-Yomdin (z wag�a)).
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