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Matematyka odwrotna to program badawczy w logice matematycznej rozwijany od lat 70. XX
wieku. Jego celem jest zrozumienie, jakie aksjomaty dotyczace istnienia skomplikowanych nieskon-
czonych zbioréw, funkcji nieobliczalnych i innych abstrakcyjnych obiektéw sa niezbedne do udo-
wodnienia konkretnych twierdzein matematycznych. Wazne jest, by badane twierdzenia nalezaty do
»ZWyczajnej matematyki”: nie powinny to by¢ bardzo zaawansowane twierdzenia abstrakcyjnej teorii
mnogosci, lecz uzyteczne na co dziei wyniki, z ktérymi mozna si¢ zetkna¢ np. w trakcie studiow li-
cencjackich. By udowodnic, ze dany aksjomat jest niezbedny do udowodnienia twierdzenia, dowodzi
sig, ze z twierdzenia wynika aksjomat — stad nazwa ,, matematyka odwrotna”. Ustalenie, jakie aksjo-
maty sa naprawde nieodzowne w celu udowodnienia poszczeg6lnych twierdzen, jest bardzo ciekawe z
punktu widzenia filozofii matematyki, jako ze pomaga nam zrozumie¢ strukture logiczng matematyki
jako catosci, ale moze takze mie¢ zastosowania, np. mowigc nam, ze pewien obiekt mozna znalez¢ za
pomocy efektywnej procedury obliczeniowej albo ze pewien fakt ma nieodkryty dotad elementarny
dowdd. Ten obszar badawczy wzbudzit juz na tyle duze zainteresowanie, ze w 2018 r. stal si¢ tematem
ksigzki popularnonaukowej, Reverse Mathematics. Proofs from the Inside Out Johna Stillwella.

W dziejach matematyki odwrotnej mozna w uproszczeniu wyrézni¢ dwa okresy. W pierwszym z
nich pokazano, ze wiele twierdzen ze wszystkich dziatéw matematyki jest rwnowaznych jednemu z
kilku typowych aksjomatéw istnienia zbioréw, ktére tworzg liniowo uporzadkowang pod wzgledem
sity hierarchi¢. Nastepnie, mniej wiecej od lat 90., logicy zaczeli odkrywacé wiele twierdzen, ktére nie
sa rownowazne zadnemu z typowych aksjomatow, zwlaszcza wsrdd faktéw z dziedziny kombinatoryki.
Szczegblnie znanym przypadkiem takiej ,,anomalii” jest twierdzenie Ramseya dla par i dwu koloréw,
czyli twierdzenie mowiace, ze dowolny nieskoniczony graf zawiera nieskoriczony podgraf, w ktérym
albo wszystkie pary wierzchotkéw sg potaczone krawedziami, albo w ogdle nie ma zadnych krawedzi.

Jednym ze sposobdéw zrozumienia sity logicznej twierdzenia — albo aksjomatu — jest badanie jego
konsekwencji pierwszego rzedu, czyli wynikajacych z niego faktéw na temat obiektéw skoriczonych
(np. liczb naturalnych). Przyktadowo, nadzwyczaj waznym aksjomatem istnienia zbioréw jest Staby
Lemat Koniga, ktory oficjalnie jest pewna teza dotyczaca nieskoriczonych drzew, ale jest rOwnowazny
wielu twierdzeniom z réznych obszaréw matematyki, np. faktowi, ze jesli przedziat [0, 1] jest zawarty
w sumie nieskoriczenie wielu przedzialéw otwartych, to jest tez zawarty w sumie pewnych skoriczenie
wielu sposréd nich, ale tez réznym twierdzeniom o istnieniu rozwigzan réwnan rézniczkowych czy o
istnieniu ideatow w pierScieniach. Wiadomo, ze w ogdlnosci nie da si¢ udowodni¢ Stabego Lematu
Koniga w sposob algorytmiczny, tj. niekiedy obiekty istniejace na mocy tego aksjomatu nie moga by¢
obliczalne, ale z drugiej strony kazde stwierdzenie na temat liczb naturalnych dowodliwe za pomoca
Stabego Lematu Ko6niga ma elementarny, ,,czysto rachunkowy” dowdd.

W pracy opublikowanej w 2018 r., L. Patey and K. Yokoyama pokazali, ze réwniez dostatecznie
proste fakty na temat liczb naturalnych, ktére mozna udowodni¢ za pomocg twierdzenia Ramseya, za-
wsze maja ,,rachunkowe” dowody nieodwotujace sie do tego twierdzenia. Podanie petnego opisu kon-
sekwencji pierwszego rzedu twierdzenia Ramseya jest jednak bardzo znanym problemem otwartym.
Wiadomo, ze aby rozwigza¢ ten problem, trzeba lepiej zrozumie¢ niestandardowe modele arytme-
tyki, czyli struktury majace wigkszoS¢ typowych wtasnos$ci zbioru liczb naturalnych, ale zawierajace
tez liczby, ktére widziane spoza struktury sg nieskoriczone, cho¢ z punktu widzenia samej struktury
wygladaja tak jak kazda inna liczba naturalna.

Zadaniem wartym obecnie szczegdlnej uwagi jest opisanie, na jakie sposoby mozna rozszerzy¢
pewne specyficzne modele niestandardowe, spetniajace tzw. zasade kolekcji, tak by nie utracié ich
podobieristwa do zwyktych, standardowych liczb naturalnych. Niedawno pokazaliSmy, ze mozliwoSci
rozszerzania modeli kolekcji sg bardziej ograniczone niz w przypadku innych rodzajéw modeli nie-
standardowych, ale nasza obecna wiedza nie wystarcza do tego, by rozstrzygna¢, czy mozna te modele
zawsze rozszerzyc tak, by spetnialy twierdzenie Ramseya. W ramach naszego projektu bedziemy badac
szereg zagadnien zwigzanych ze struktura modeli niestandardowych — zaréwno z ich rozszerzeniami
takiego czy innego typu, jak i z odcinkami poczatkowymi. Zrozumienie modeli niestandardowych nie
bedzie dla nas jednak celem samym w sobie, ale narzedziem majacym stuzy¢ badaniu pytan o istnienie
dowodow, dotyczacych na przyktad tego, czy dane twierdzenie (zwykle z kombinatoryki) implikuje
jaki$ aksjomat albo jakie sa konsekwencje pierwszego rzedu danego twierdzenia.



