
Geometria biwymierna i eliptyczne niezmienniki kohomologiczne
Opis popularno�naukowy

Obrazek w sposób popularny ilustruje teori¦ Marstona Morse'a: para spodni reprezen-

tuje topologiczny kobordyzm, który ª¡czy okr¡g na górze z par¡ okr¦gów na dole. Dwie

krople wody maj¡ce ¹ródªo w pobliskich punktach spªywaj¡c po spodniach docieraj¡ do

ró»nych okr¦gów. Zjawisko to pokazuje, »e w pewnych okoliczno±ciach niewielkie zmiany

parametrów mog¡ mie¢ znacz¡ce skutki.

Figury na górnym rysunku to rozmaito±ci topologiczne, z matem-

atycznego punktu widzenia s¡ bardzo prostymi obiektami. S¡

one baz¡, na której mo»na zbudowa¢ znacznie subtelniejsze struk-

tury. Niniejszy projekt koncentruje si¦ na rozmaito±ciach alge-

braicznych, które s¡ tworami o wiele bogatszymi i mog¡ sªu»y¢ do

opisu zªo»onych zjawisk.

Geometria algebraiczna jest centraln¡ gaª¦zi¡ wspóªczesnej

matematyki. Jej korzenie tkwi¡ w geometrii klasycznej i

ró»niczkowej, analizie, topologii i algebrze przemiennej. Badania

prowadzone w ramach geometrii algebraicznej s¡ inspirowane istot-

nymi zastosowaniami w innych gaª¦ziach matematyki, �zyki teore-

tycznej, statystyki, biologii obliczeniowej, informatyki i in»ynierii.

Z drugiej strony geometria algebraiczna wykorzystuje wiele metod

wywodz¡cych si¦ mi¦dzy innymi z topologii, analizy i dyskretnej

matematyki. W istocie niniejszy projekt koncentruje si¦ na zrozu-

mieniu specjalnych struktur algebraicznych, poprzez obliczenie ich

niezmienników topologicznych, klas charakterystycznych i wyko-

rzystaniu metod wzorowanych na metodach topologicznych.

Operacje geometryczne b¦d¡ce daleko id¡cym uogólnieniem topologicznego kobordyzmu

mo»na zorganizowa¢ w struktur¦ algebraiczn¡. Atomy tej struktury (operacje Demazura-

Lusztiga) to przepisy na budowanie rozmaito±ci coraz wy»szych wymiarów. Inne mody-

�kacje pochodz¡ od dziaªania torusa. Otrzymana algebra operacji jest wcieleniem tak

zwanej algebry Hecke. Ten rodzaj algebry mo»e sªu»y¢ jako narz¦dzie obliczaj¡ce niezmien-

niki geometrycznych obiektów. Chcemy rozszerzy¢ zastosowanie algebry Hecke poza dobrze

znan¡ domen¦ przestrzeni jednorodnych i wykorzysta¢ w nowej sytuacji: w obliczeniach klas

eliptycznych charakterystycznych orbit nilpotentnych. Relacje mi¦dzy ró»nymi kompozyc-

jami operacji Demazure-Lusztiga zostan¡ zinterpretowane jako kobordyzmy algebraiczne.

W ten sposób niedost¦pnym, wielowymiarowym obiektom geometrycznym zostanie nadana

hierarchia rz¡dzon¡ przez kombinatoryk¦. Metody algebraiczne pozwol¡ na reprezentacj¦

obiektów geometrycznych w stosunkowo ªatwy sposób.

Dla przykªadu, dolny rysunek przedstawia algebraiczny kobordyzm Morellego�

Wªodarczyka jako algebraiczny odpowiednik pary spodni. Czworo±cian po±rodku reprezen-

tuje 4-wymiarow¡ przestrze«, podczas gdy górny i dolny romb, na który rzutowany

jest czworo±cian, reprezentuj¡ fragmenty trójwymiarowych rozmaito±ci algebraicznych.

Reprezentuj¡ one dwa ró»ne rozwi¡zania trójwymiarowej osobliwo±ci x1y1 + x2y2 = 0.
Mody�kacja reprezentowana przez ró»ne wybory przek¡tnej w rombie ilustruje podsta-

wow¡ biwymiern¡ mody�kacj¦ rozmaito±ci, �op Atiyah'a.
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