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Struktura i algorytmy dla klas graféw definiowanych przez wtasnosci zamknigte na transdukcje

Jakub Gajarsky

Gtéwna motywacja tego projektu bierze sie z rozwazania algorytmicznych meta-twierdzen, czyli
wynikéw postaci: Kazdy problem pewnego typu moze by¢ rozwigzany efektywnie na pewnych klasach
danych wejsciowych. Takie wyniki sg bardzo uzyteczne, poniewaz pozwalajg na stwierdzenie istnienia
efektywnych algorytméw dla wielu probleméw na raz. Ten pomyst sprawdzit sie szczegdlnie dobrze w
przypadku, kiedy rozwazamy problemy definiowalne w jezyku pewnej logiki, a dane wejsciowe
pochodzg z jakiejs klasy grafbw o dobrych wiasnosciach strukturalnych. W tym przypadku
algorytmiczne meta-twierdzenia majg nastepujgca postac: Kazdy problem dajgcy wyrazic sie w jezyku
pewnej logiki mozna rozwigzac¢ efektywnie dla wejS¢ z pewnej klasy grafow. Kiedy udowodnimy takie
meta-twierdzenie, zeby pokaza¢ istnienie efektywnego algorytmu dla pewnego problemu, wystarczy
wyrazi¢ ten problem w jezyku logiki, o ktérej mowa w meta-twierdzeniu. Ta definicja moze zostaé
nastepnie zamieniona na efektywny algorytm.

Najstynniejszym meta-twierdzeniem tego typu jest twierdzenie Courcelle'a z 1990 roku. Méwi ono, ze
kazdy problem wyrazalny w monadycznej logice drugiego rzedu (ang. monadic second-order logic,
MSO) moze by¢ rozwigzany w czasie liniowym na klasach graféw o ograniczonej szerokosci
drzewiastej (ang. treewidth). O ile samo twierdzenie jest silne i uzyteczne, jego gtdwnym
mankamentem jest fakt, ze klasy grafow o ograniczonej szerokosci drzewiastej sg dos¢ waskie i nie
ma dobrego sposobu na rozszerzenie twierdzenia do klas grafow o nieograniczonej szerokosci
drzewiastej (poza wartym odnotowania wyjgtkiem klas graféw o ograniczonej szerokosci klikowej
(ang. clique-width), jednak takie klasy réwniez sg dos¢ waskie). Naturalnym sposobem poradzenia
sobie z tym problemem jest rozwazanie bardziej restrykcyjnej logiki pierwszego rzedu (ang. first-order
logic, FO); to wtadnie ta logika jest przedmiotem zainteresowania projektu. Logika pierwszego rzedu
jest istotnie stabsza niz monadyczna logika drugiego rzedu (ij. mozemy w niej wyrazi¢ mniej
probleméw), ale pozwala nam na udowodnienie meta-twierdzen dla znacznie bogatszej klasy wejs¢
(duzo bardziej ogdlnych klas graféw). W ciggu ostatnich 25 lat bardzo obszernie badany byt problem,
na ktérych klasach graféw mozna efektywnie rozwigzaé problemy wyrazalne w logice pierwszego
rzedu. Poczgtkowo nacisk kfadziony byt gtownie na badanie rzadkich klas graféw. Ten kierunek
obfitowat w sukcesy, ktorych kulminacjg byt udowodniony w 2014 roku wynik Grohego, Kreutzera i
Siebertza — pokazali oni, ze kazdy problem wyrazalny w logice pierwszego rzedu moze byc¢
efektywnie rozwigzany na kazdej rzadkiej (formalnie nigdzie gestej, ang. nowhere dense) klasie
grafow.

Niedlugo pézniej zainteresowania badaczy przesunety sie do bardziej ogdinych klas graféw, ktére
niekoniecznie muszg by¢ rzadkie. Szczegdlnym zainteresowaniem cieszg sie klasy graféw zamkniete
na transdukcje (ang. transductions), czyli pewne transformacje graféw, ktére zakorzenione sg w logice
i ktére mogag by¢ uzyte do zdefiniowania nowych klas grafow ze starych. Okazato sie to by¢ owocnym
kierunkiem badan, ktéry mocno rozwingt sie w ostatnich latach i spodziewa sie, ze pozostanie
aktywnym obszarem w przysziosci.

W tym projekcie zajmiemy sie badaniem strukturalnych, kombinatorycznych i algorytmicznych
problemoéw zwigzanych z klasami graféw zamknietymi na transdukcje. W szczegdlnosci bedziemy
zainteresowani identyfikowaniem i analizowaniem réznych strukturalnych wtasnosci, ktére takie klasy
grafow majg. Takie wlasnosci mogg by¢ nastepnie uzyte na przyktad do pokazania istnienia pewnych
dekompozycji dla graféow z danej klasy graféw, pokazania algorytméw do obliczania takich
dekompozycji i do rozwijania narzedzi logiki, ktére nastepnie pozwolg nam udowadnia¢ nowe
algorytmiczne meta-twierdzenia.



