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Stawomir Kolasiniski ~ Eliptyczne geometryczne zagadnienia wariacyjne

Wyobrazmy sobie dwuwymiarowa powierzchnie, ktérej brzegiem jest zwykly okrag. Intuicyjnie
oczywiste jest, ze wérod takich powierzchni ptaski dysk jest tym, ktéry ma minimalne pole,
ale formalny dowod nie jest taki prosty. Ponadto rozwazamy pewne przestrzenie anizotropowe,
w ktorych wartosé pola powierzchni zalezy od nachylenia. Oznacza to, ze pole ptaskiego dysku
zmienia sie, gdy obracamy go wokot pewnej osi. Aby bylo jeszcze ciekawiej umieszczamy wszystko
w przestrzeni otaczajacej o dowolnie duzym wymiarze n i rozwazamy réwniez ,,powierzchnie”
o dowolnym wymiarze k. Brzeg jest zawsze staly i musi by¢ sfera (k — 1)-wymiarowa. Przy
tych wszystkich uogélnieniach problem opisu miniméw powierzchni staje sie naprawde trudny
(co raczej cieszy matematykow). Dla k = 2 1 n = 4 problem zostal rozwiazany dopiero w 2012
roku. Dla innych wyboréw k problem jest otwarty.

W rzeczywistosci jest jeszcze wiecej niuanséw. Majac dang funkcje (norme), ktora oblicza ani-
zotropowa dtugosé wektora (tzn. obroty moga zmieni¢ dlugo$é) mozna skonstruowac wiele sen-
sownych i znaczacych poje¢ k-wymiarowego pola powierzchni. Pierwszym moim celem jest opisanie
tych anizotropowych pojeé¢ pola powierzchni, dla ktorych ptaski dysk minimalizuje powierzchnie
sposrod tych, ktorych brzegiem jest ustalona (k —1)-sfera. Bede je nazywal eliptycznymi. Zrozu-
mienie glebokiej natury eliptycznosci jest glownym dalekosieznym celem projektu i
moze prowadzi¢ do odpowiedzi na inne dtugo otwarte pytania, z ktorych czesé jest przedstawiona
ponizej.

Dowolna funkcja F' obliczajaca pewien rodzaj (anizotropowego) k-pola powierzchni wyznacza
(przez proces rozniczkowania) pojecie sredniej F-krzywizny. Przyjmijmy, ze pewna powierzchnia
Y lezy wewnatrz obszaru U i dotyka brzegu U w jakims punkcie p. Intuicyjnie, pojecie krzywizny
opisuje, jak szybko powierzchnia sie wygina, wiec ¥ powinna mie¢ wieksza krzywizne niz brzeg
U w punkcie p. Tego typu poréwnanie nazywane jest zasadg maksimum i wiadomo, ze obow-
igzuje dla klasycznego pojecia krzywizny. W przypadku anizotropowym zasada maksimum jest
udowodniona tylko we kowymiarze jeden, tzn. jesli n—k = 1. W wyzszych kowymiarach problem
jest otwarty — w szczegdlnosci, ze pojecie §redniej F-krzywizny zalezy réwniez od wymiaru k i
nie wiadomo, jak poréwnywaé krzywizny obiektéw o réznych wymiarach.

Jedli érednia F-krzywizna powierzchni 3 jest globalnie ograniczona, to ta powierzchnia nie
powinna sie zbyt szybko wygina¢ w zadnym punkcie. To ewentualnie wyklucza dlugie i bardzo
cienkie macki lub przynajmniej powinno dawaé¢ ograniczenie na ich grubosé. Jedli tak jest, to
istnieje promienn R > 0 taki, ze przeciecie X z dowolna kula o srodku w X i promieniu 0 < r < R
musi mie¢ k-pole powierzchni proporcjonalne do 7. Jest to prawda dla zwyklego pojecia k-pola
powierzchni, ale nie jest znany dowdd dla innych anizotropowych k-pdl powierzchni. Jest to w
istocie bardzo wazne pytanie, ktére powstrzymuje dalszy rozwdj szerszej teorii.

Nieco subtelniejszym problemem otwartym, jest sama definicja Sredniej F-krzywizny w przy-
padku, gdy F nie jest rézniczkowalna. Jest to szczegdlnie wazne, gdyz takie F' sg wykorzystywane
do modelowania np. ciektych krysztatow.
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