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Geometryczne wlasnosci ciggow homeomorfizmow Sobolewa
oraz homeomorfizmow o ograniczonym wahaniu

ZOFIA GROCHULSKA

Wyobrazmy sobie kulke¢ plasteliny. Z tatwos$cia mozna ja zdeformowad, czyli zmienic jej
ksztalt bez rozrywania plasteliny (czyli w sposob ciagly), tak by znow bez rozrywania dato si¢
wroci¢ od znieksztatconej do oryginalnej kulki. Przeksztalcenia posiadajace te trzy wtasnosci
— ciaglo$¢, istnienie przeksztalcenia odwrotnego oraz ciaglos$¢ przeksztatcenia odwrotnego —
nazywamy homeomorfizmami. W naturalny sposob opisuja one deformacje réznych materia-
tow: rozciagniecie gumy, zgigcie metalowej blaszki czy zgniecenie plastikowej butelki, ktore
sa przedmiotem badan feorii elastycznosci. Cho¢ studenci matematyki poznaja homeomorfizmy
jako kluczowe narzedzie topologii, maja one réwniez duze znaczenie w analizie matematycznej,
szczegoblnie jesli wyposazy si¢ je w pewne dodatkowe wlasnosci.

W analizie matematycznej najbardziej pozadana wtasno$cia przeksztatcen jest istnienie po-
chodnej, poniewaz wiele zjawisk fizycznych opisuje si¢ za pomoca rownan roézniczkowych.
Niezwykle wygodnym i uzytecznym (bo znacznie ogdlniejszym niz klasyczna pochodna) poje-
ciem okazuje si¢ staba pochodna, ktora posiadaja homeomorfizmy Sobolewa. Istotg niniejszego
projektu stanowia pytania o geometryczne wlasnosci zbieznych ciagow takich przeksztatcen.
Ustalmy pewien zbior (na przyktad trojwymiarowa kulg) i popatrzmy na co przeksztatcaja go
coraz dalsze wyrazy ciagu. Pojawia sig pytanie: czy, skoro same przeksztalcenia sa do siebie
bardzo podobne, zblizone sa do siebie rowniez obrazy tych przeksztatcen. Moim celem jest
pokazanie, ze tak wtasnie jest, gdy spetnione sa pewne dodatkowe warunki. Jednym z nich jest
warunek N Luzina, moéwiacy o tym, ze przeksztatcenie nie moze produkowac czegos z niczego,
a doktadniej w jezyku matematyki, ze zbiory miary zero sa przeksztalcane na zbiory miary zero.
Zdrowy rozsadek podpowiada, ze jesli ten naturalny dla opisu deformacji warunek nie jest spet-
niony dla granicznego homeomorfizmu, to obrazy kolejnych przeksztatcen moga zachowywac
si¢ w niespodziewany sposob. Planuj¢ podeprze¢ to intuicyjne stwierdzenie przyktadami oraz
pokazaé, ze wybrane przeze mnie zatozenia sa optymalne.

Jest wiele powodow, dla ktorych warto lepiej zrozumie¢ wlasno$ci homeomorfizméw Sobo-
lewa. Jednym z nich jest rozw6j wspomnianej wyzej teorii elastycznos$ci, w ktérej deformacje
bada si¢ metodami rachunku wariacyjnego, prowadzacymi do pytania o to co mozna powie-
dzie¢ o granicy ciagow homeomorfizmow. Niestety, graniczne przeksztatcenie nie musi by¢
homeomorfizmem (chocby z tego powodu, ze moze okazac¢ si¢ nieciagte lub nieodwracalne).
Z drugiej strony badania ostatnich lat pokazaly, Ze granice homeomorfizmow dziedzicza w pe-
wnym stopniu wlasno$ci typowe dla przeksztalcen ciaglych i odwracalnych. Stawiane przeze
mnie pytania badawcze rowniez wpisuja si¢ w t¢ problematyke. Planuje ponadto uzy¢ metod
zwigzanych z homeomorfizmami Sobolewa oraz ich granicami do zbadania wlasnosci homeo-
morfizmow o gorszych wlasnosciach rézniczkowych, takich jak homeomorfizmy o ograniczo-
nym wahaniu.

W trakcie badan bedg korzysta¢ zardwno z klasycznych metod analizy i topologii jak i bar-
dziej zaawansowanych wynikow opublikowanych w ostatnich latach. W ramach projektu za-
mierzam opublikowac¢ jedna lub dwie prace a uzyskane wyniki prezentowa¢ na migdzynaro-
dowych konferencjach naukowych. Planuj¢ rowniez krétkoterminowe wyjazdy do wiodacych
instytutow badawczych zajmujacych si¢ tematyka homeomorfizméw w Europie (Praga, Neapol)
1 USA (Syracuse, Pittsburgh).



