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Problemy spelnialnosci i réownowaznosci dla skonczonych algebr

Jacek Krzaczkowski

Od czaséw starozytnych rozwiazywanie réwnan byto jednym z najwazniejszych probleméw ma-
tematyki i bylo rozwazane od samych poczatkéw tego co dzisiaj nazywamy informatyka. Jednym
ze znaczacych przykladéw jest stynny 10. problem Hilberta, to jest pytanie czy istnieje algorytm
stwierdzajacy czy réwnanie wielomiandéw o wspoélczynnikach catkowitoliczbowych ma rozwigzanie, w
ktérym wartosci niewiadomych sg liczbami catkowitymi. Problem zostat rozwiazany przez J. Matija-
siewicz w 1970 r. Okazalo sie, ze nie istnieje algorytm sprawdzajacy czy wielomian ma rozwigzanie w
liczbach catkowitych. Dzisiaj, trudno$¢ rozwiazywania réwnan nad skonczonymi strukturami algebra-
icznymi zapewnia bezpieczenstwo kryptografii klucza publicznego. Inaczej niz w przypadku wynikow
uzyskanych przej Matijasiewicza, algorytm moze stwierdzi¢ czy dane réwnanie nad skonczona struk-
tura algebraiczna ma rozwiazanie. Wystarczy sprawdzi¢ wszystkie potencjalne rozwiazania (wartosci
niewiadomych). Taki prymitywny algorytm do rozwiazania réwnania z n niewiadomymi nad struk-
tura o k elementach wykona liczbe krokéw proporcjonalng do k™. Z drugiej strony, dla niektérych
struktur potrafimy rozwigzywa¢ réwnania duzo szybciej np.: jezeli jedyna operacja wystepujaca w
réwnaniu jest dodawania modulo liczba pierwsza p, wtedy tatwo jest stwierdzi¢ czy rownanie ma roz-
wiazanie ze zbioru {0,1,...,p — 1} (w tym przypadku wszystko co musi zrobié¢ algorytm to redukcja
wyrazéw podobnych i sprawdzenie czy réwnanie nie jest trywialnie sprzeczne).

Gléownym celem projektu jest scharakteryzowanie dla ktérych struktur algebraicznych kilka pro-
bleméw obliczeniowych zwigzanych z rozwigzywaniem réwnan moze by¢ rozwiazanych przez efek-
tywny algorytm (to jest dzialajacy w tak zwanym czasie wielomianowym). Rozwazane problemy sa
jednego z trzech typéw. Dla danego réwnania nad ustalong struktura algebraiczna pytamy czy:

e to réwnanie ma rozwiazanie,

e to rownanie ma rozwiazanie, w ktérym wartosci niewiadomych naleza do otrzymanych razem
z réwnaniem list (potencjalnie r6znych dla réznych niewiadomych),

e rOownanie jest spelnione przez wszystkie wartos$ci niewiadomych.

Wielomiany sg w matematyce typowym sposobem opisu operacji struktur algebraicznych. W wie-
lu dziedzinach informatyki uzywamy w tej roli sieci/obwodéw czyli prostego modelu obliczen, w
ktérym otrzymane na wejéciu wartosci sa przetwarzane przez ciag bramek, z ktorych kazda liczy
funkcje z ustalonego zbioru. Dla wszystkich rodzajéw probleméw wymienionych powyzej rozwaza-
my dwie wersje. Jedna, w ktorej rozwazamy réwnania wielomianéw i druga, w ktorej rozwazamy
rownania sieci. Sieci czesto umozliwiaja opisanie funkcji w kréotszy sposoéb niz wielomiany. Dzieje
sie tak dlatego, ze wynik obliczen jednej bramki moze byé uzyty jako dane wejsciowe wielu innych
bramek (w przypadku wielomianéw aby uzy¢ wielokrotnie wartosci jakiego$ wyrazenia musimy je
wstawi¢ w kazde miejsce, w ktérym chcemy tej wartodci uzyé). Stad rozwiazywanie réwnan sieci
(i inne podobne problemy) moze by¢ trudniejsze niz ten sam problem dla réwnan wielomianéw.
Automaty i jezyki przez nie rozpoznawane to jedne z najpowszechniej rozwazanych probleméw
w informatyce teoretycznej. Interesujemy sie automatem NUDFA (ang. non-uniform deterministic fi-
nite automaton) pewna modyfikacja skonczonych automatéw deterministycznych. Automat NUDFA
mozna zdefiniowaé przy pomocy trzech elementéw: skoniczonej struktury algebraicznej (pierwotnie
dowolnej polgrupy), termu/wielomianu oraz tak zwanego programu. Rozwazamy nastepujace pytanie

o Jaka jest ztozonos¢ obliczeniowa problemu, w ktérym pytamy czy jezyk rozpoznawany przez
automat NUDFA nad ustalong skoniczona struktura algebraiczng nie jest pusty?

Okazalo sie, ze sprawdzanie czy jezyk rozpoznawany przez automat NUDFA nie jest pusty jest blisko
zwigzane z problemem spelnialnosci rownan i zamierzamy rozwazaé te problemy razem.

Bedziemy rozwaza¢ wymienione powyzej problemy dla réznych klas struktur algebraicznych. Na-
sze badania rozpoczniemy od grup. Nastepnie zamierzamy rozwazy¢ struktury algebraiczne z tak
zwanych rozmaitosci kongruencyjnie modularnych, duzej klasy ,,dobrze” zachowujacych sie struktur
zawierajacej miedzy innymi grupy, pierécienie, kraty i wickszo$é popularnych struktur algebraicznych
z waznym wyjatkiem pélgrup. Na koniec wyjdziemy poza rozmaitosci kongruencyjnie modularne i
sprawdzimy co jesteSmy w stanie powiedzie¢ o ztozonosci obliczeniowej rozwazanych problemoéw w
ogoblnym przypadku.



