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Streszczenie popularnonaukowe

W tym projekcie zamierzam bada¢ obiekty matematyczne nazywane grupami. Pojecie gru-
py jest wszechobecne w matematyce. Pozwala ono opisywac¢ rozne idee w ustrykturyzowany
sposob. Mowigce luznym jezykiem, grupy mozna rozumieé jako uogélnienia geometrycznych sy-
metrii, takich jak symetria osiowa czy $rodkowa. Grupy znajduja liczne zastosowanie w prawie
wszystkich dziedzinach matematyki, od algebry do réwnan rézniczkowych. Obecnosé grup jest
szeroka takze w innych dziedzinach. Przyktadowo, opisujg one modele w fizyce czastek oraz
chemii molekularnej.

Planuje bada¢ grupy przy uzyciu ich kohomologii. Studiowanie grup przy pomocy kohomo-
logii jest motywowane probg ich reprezentacji w przystepny sposob. Takie reprezentacje moga
by¢ znalezione korzystajac z pojecia modutu grupowego. Kohomologia grup dostarcza wglad w
strukture grup przy pomocy modutéow grupowych. Doktadniej, pozwala ona opisa¢ niezmien-
niki grupowe, czyli narzedzia do testowania specyficznych wlasnosci grup. Zamierzam skupic¢
sie na punkcie widzenia pod katem geometrycznej teorii grup, mianowicie na pewnych wlasno-
Sciach sztywnosci, do ktérych mozna zaliczyé miedzy innymi wlasnosé (T) Kazhdana, ktora,
z grubsza méwiac, zapewnia, ze symetrie grup z ta wlasnoscia posiadaja punkty stale. Scigle
mowiace, gtdwnym tematem mojego projektu jest badanie zjawisk znikania oraz redukowalnosci
kohomologii grup ze wspétczynnikamsi unitarnymi. Te zjawiska uogélniaja wiasnosé (T) i moga
by¢ zastosowane do konstrukcji nowych przyktadoéw ekspanderow, ktore z kolei znajduja wiele
zastosowan zaréwno w matematyce teoretycznej, jak i w informatyce.

Zamierzam podej$¢ do badania znikania i redukowalnosci kohomologii grup przy pomocy
specyficznego algebraicznego warunku dostatecznego, udowodnionego niedawno przez Bade-
ra i Nowaka. Ten warunek wymaga badania pewnego operatora Laplace’a w ujeciu pierscient
grupowych. Takie badanie moze by¢ efektywnie przeprowadzone przy pomocy programowania
nieujemnie okreslonego (semi-definite), ktére jest uogélnieniem metody sympleks z optymaliza-
cji wypuktej. Wymaga to przeprowadzania Scistych dowodéw matematycznych wspomaganych
komputerowo. Chciatbym pracowaé¢ nad grupami Aut(F,), o ktorych mozna w luzny sposéb
mysle¢ jako o grupach symetrii wszystkich symetrii. Zostato ostatnio dowiedzione, ze grupy te
posiadaja whasnosé (T), co ttumaczy efektywnosé tzw. algorytmu wymiany iloczynu (Product
Replacement Algorithm) zaproponowanego przez Charlesa Leedham-Grahama i Leonarda So-
ichera pod koniec XX wieku oraz pozwalajacego generowaé losowe elementy w grupach. Dowdd
wlasnosci (T) dla Aut(F,,) wymagal pokazania istnienia dodatniej stalej Kazhdana. Pytanie o
redukowalno$é¢ kohomologii Aut(F,,) pozostaje jednakze ciagle otwarte. Spodziewam sie odpo-
wiedzie¢ na to pytanie i, w miare mozliwosci, podaé lepsze oszacowania na state Kzhdana dla
Aut(F,).

Planuje rowniez scharakteryzowaé¢ redukowalnosé kohomologii grup o wspotezynnikach uni-
tarnych uzywajac warunku Badera i Nowaka — przypuszczam, ze ten warunek bedzie takze
warunkiem koniecznym. Byloby to dokladne uogélnienie rezultatu Ozawy dotyczacego redu-
kowalnosci pierwszych grup kohomologii o wspdtezynnikach unitarnych (co okazuje sie réwno-
wazne wtasnosci (T) Kazhdana). Pozwolitoby to przettumaczy¢ redukowalno$é kohomologii na
skonczenie wymiarowe rozwazania nad pierscieniami grupowymi.



