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Topologia algebraiczna jest dziedzing matematyki, ktéra bada rozmaitosci, tzn. przestrzenie ktére
sg prawie plaskie w malej skali. Przyktadowo, Ziemia wydaje sie by¢ plaska z naszej perspektywy,
mimo ze jest okragla. Geometria algebraiczna zajmuje sie z kolei rozmaito$ciami algebraicznymi, tzn.
zbiorami okreslonymi przez réwnania wielomianowe. Wspétczynniki tych réwnan moga by¢ np. licz-
bami rzeczywistymi — w tym przypadku uzyskujemy pewna rozmaitosé topologiczna. Moze sie jednak
zdarzyé, ze wspoélezynniki te naleza np. do [F,, (gdzie p jest ustalona liczba pierwsza). IF), jest zbiorem
reszt z dzielenia przez p wraz z operacjami dodawania modulo p oraz mnozenia modulo p. Rozma-
itos¢ algebraiczna nad IF), nie jest rozmaitoscia topologiczna, jednak wcigz mozna ja bada¢ za pomoca
réznych narzedzi topologicznych. Kohomologia stanowi w topologii i geometrii klasyczny niezmiennik
rozmaitosci. W topologii kohomologia mierzy ,liczbe dziur” rozmaitosci. Istnieje kilka realizacji te-
go pomystu. Kohomologia de Rhama mierzy na ile podstawowe twierdzenie rachunku catkowego nie
zachodzi na ogdlnych rozmaitosciach. Inng teoria kohomologii jest kohomologia Hodge’a. Obie wy-
mienione teorie kohomologi daja w topologii ten sam wynik. Okazuje sie jednak, ze dla rozmaitosci
algebraicznych nad cialami skonczonymi, te dwie teorie kohomologii zachowuja si¢ w rézny sposob.

W naszych badaniach zajmujemy sie krzywymi (rozmaito$ciami wy-

miaru 1) wraz z pewnym ustalonym zbiorem symetrii krzywej. Wybor
takiego zbioru symetrii krzywej jest rownowazny z zadaniem “ladnego” Ry
odwzorowania (zwanego nakryciem krzywych) z X do innej krzywej Y. W P
nakryciu nad prawie kazdym punktem krzywej Y znajduje sie ta sama R
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liczba punktéw krzywej X. Pozostate punkty nazywamy punktami rozga-
lezienia (patrz Rysunek 1). W tym kontekscie bedziemy probowali opisaé
strukture kohomologii krzywej nad IF,, uwzgledniajac dzialanie symetrii.
W kontekscie topologicznym jest to klasyczny i dobrze zbadany temat.
Dla rozmaitoéci algebraicznych nad F, zachowanie kohomologii Hodge’a
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i de Rhama wciaz pozostaje jednak tajemnica. Nasze poprzednie wyniki
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pokazuja, ze jezeli ro'zmaltosc7m'a przynajmmeiJ‘ J(?der? dost.ate'czme zlty Rysunek 1:  Nakrycie krzy-
punkt, to kohomologie Hodge’a i de Rhama réznig si¢ od siebie. Jest t0  yeh. @ jest jedynym punk-
na swoj sposéb zaskakujacy wynik, bo laczy on obiekty globalne (teorie tem rozgalezienia, jako ze tyl-
kohomologii) z lokalnym zachowaniem rozmaitoéci. Celem tego projektu ko P lezy nad Q. Nad do-

jest wyjasnienie tego zjawiska. wolnym innym  punktem ¥
znajduja sie trzy punkty X

— np. nad S mamy punkty
Ri1, R2, R3.

Wspomniane wyniki sugeruja, ze kohomologia de Rhama rozktada
sie na sume pewnej czesci globalnej i czesci lokalnych. Czesé globalna
powinna zalezeé¢ tylko od “topologii” nakrycia (np. od liczby punk-
téw rozgalezienia), zas czesci lokalne powinny zalezeé tylko od malego
otoczenia punktow statych symetrii. Ponadto, globalna czesé kohomo-
logii Hodge’a oraz kohomologii de Rhama powinny by¢ takie same.
Spodziewamy sie réwniez, ze czesci lokalne mozna opisaé¢ korzystajac
z nakry¢ Harbatera—Katza—Gabbera, tzn. nakry¢ prostej rozgatezio-
nych tylko w jednym punkcie. Wynika to z faktu, ze kazde nakrycie
powinno daé sie zdeformowaé¢ w sposob ciggly do trywialnego na-
krycia sklejonego z pewng liczba nakry¢ Harbatera—Katza—Gabbera,
odpowiadajacych punktom rozgalezienia (patrz Rysunek 2).

Rysunek 2: Zdegenerowane nakrycie
przyblizajace nakrycie z Rysunku 1.

W drugiej czesci projektu chcemy zbadaé rézne uogdlnienia tej hipotezy. W szczegdlnosci, chcieli-
bysmy stwierdzi¢, czy podobny rozklad zachodzi dla kohomologii rozmaitosci abelowych. Rozmaitosci
abelowe to rozmaitosci algebraiczne, ktérych punkty mozna dodawac¢. Rozmaitosci abelowe nad I,
znalazty zastosowania miedzy innymi w kryptografii i przy rozkladzie duzych liczb na czynniki pierw-
sze.



