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Problemy typu Turana w teorii graféw

Wiele obiektéw i zjawisk spotykanych w zyciu mozna modelowaé¢ uzywajac grafu, czyli zbioru
punktow (zwanych wierzchotkami), sposrod ktorych pewne polaczone sa krawedzia. Grafem mozemy
modelowaé na przyktad sie¢ polaczen drogowych pomiedzy miastami lub sie¢ Facebook, uznajac osoby
za wierzcholki i ustanawiajac krawedZ miedzy tymi osobami, ktore sie znaja. Na otrzymanym grafie
mozna uzywaé¢ metod matematycznych pozwalajacych na tatwiejsza analize wtasnosci wyjsciowej sieci
oraz efektywniejsze tworzenie algorytmoéw. Dzieki temu mozna uzyskaé konkretne potrzebne informa-
cje, na przyktad znalezé najkrotsza trase czy zbadaé tempo rozprzestrzeniania si¢ wiadomodci w sieci
spotecznosciowej. Prostota i ogdlnosé graféw, a takze ich szerokie zastosowania praktyczne, wymusza-
ja silna potrzebe opracowania nowych technik rozwiazywania probleméw teorii graféw i sprawity, ze
dziedzina ta stala sie waznym obszarem badan w matematyce i informatyce.

Jednym z najbardziej znaczacych wynikéw w teorii graféw jest twierdzenie Turdna z 1941 r. wy-
znaczajace maksymalng mozliwa liczbe krawedzi w grafie o ustalonej liczbie wierzchotkéw, ktéry nie
zawiera grafu pelnego zadanej wielkosdci. Niniejszy projekt dotyczy réznych uogdlnieri tego twierdze-
nia, w ktorych pyta sie nie o liczbe krawedzi, ale o liczbe innych podgrafow, podgraféw indukowanych
lub minimalny stopieni (najmniejsza liczbe krawedzi incydentnych do wierzcholka), a takze podobnych
pytan stawianych dla grafow zorientowanych (grafow z orientacja na kazdej krawedzi) oraz grafow
7 kolorami na krawedziach. Takie uogélnienia sa motywowane ostatnimi intensywnymi osiagnieciami
i waznymi otwartymi problemami w teorii graféw. Celem projektu jest odpowiedZ na niektére istotne
hipotezy, zbadanie zachowania rozwazanego maksimum w réznych nieznanych przypadkach i opraco-
wanie nowych technik radzenia sobie z takimi problemami typu Turana.

Wisrod rozwazanych uogdlnien jest maksymalizacja liczby kopii danego grafu zamiast liczby kra-
wedzi. W tym przypadku nie mamy ogélnych twierdzen i rozwigzanie problemu nawet dla matych
konkretnych graféw jest trudne i znaczace. Przyktadowo, hipoteza Erdésa o maksymalnej liczbie pie-
ciokatow w grafach bez trojkatow zostata rozwigzana przez kierownika projektu po prawie 30 latach,
podczas gdy problem maksymalnej liczby trojkatow w grafach bez dwoch tréjkatéw o wspolnej krawe-
dzi jest rownowazny z otwartym problemem wyznaczenia $cistych ograniczen w tak zwanym lemacie
o usuwaniu tréjkatéw, ktéry ma wazne implikacje poza teorig graféw. W ramach projektu planowa-
ne jest miedzy innymi udowodnienie ogblnej hipotezy dajacej asymptotyczna odpowiedz w znaczacej
liczbie przypadkoéw oraz znalezienie maksimum dla niektérych interesujacych klas grafow jak cykli,
uogolniajac wspomniang hipoteze Frddsa, a takze dla cykli skierowanych w grafach zorientowanych.

Planowana metodologia zawiera w szczeg6lnosci nowatorskie metody analityczne oparte na gra-
nicach grafowych i wspomaganiu komputerowym. Takie metody zostaly w ostatnich latach bardzo
rozwiniete i poczynily postepy nie tylko w teorii graféw, ale takze w fizyce statystycznej i analizie
danych. Kierownik projektu przyczynit sie do tego rozwoju m.in. rozstrzygajac wraz ze swoimi wspoi-
pracownikami hipoteze postawiona przez Laszlo Lovésza, laureata tegorocznej Nagrody Abela, najbar-
dziej prestizowej nagrody w dziedzinie matematyki. Dalsze badania i rozw6j takich metod w ramach
projektu beda miaty istotne znaczenie i duze zainteresowanie.



