
Problemy typu Turána w teorii grafów

Wiele obiektów i zjawisk spotykanych w »yciu mo»na modelowa¢ u»ywaj¡c grafu, czyli zbioru

punktów (zwanych wierzchoªkami), spo±ród których pewne poª¡czone s¡ kraw¦dzi¡. Grafem mo»emy

modelowa¢ na przykªad sie¢ poª¡cze« drogowych pomi¦dzy miastami lub sie¢ Facebook, uznaj¡c osoby

za wierzchoªki i ustanawiaj¡c kraw¦d¹ mi¦dzy tymi osobami, które si¦ znaj¡. Na otrzymanym gra�e

mo»na u»ywa¢ metod matematycznych pozwalaj¡cych na ªatwiejsz¡ analiz¦ wªasno±ci wyj±ciowej sieci

oraz efektywniejsze tworzenie algorytmów. Dzi¦ki temu mo»na uzyska¢ konkretne potrzebne informa-

cje, na przykªad znale¹¢ najkrótsz¡ tras¦ czy zbada¢ tempo rozprzestrzeniania si¦ wiadomo±ci w sieci

spoªeczno±ciowej. Prostota i ogólno±¢ grafów, a tak»e ich szerokie zastosowania praktyczne, wymusza-

j¡ siln¡ potrzeb¦ opracowania nowych technik rozwi¡zywania problemów teorii grafów i sprawiªy, »e

dziedzina ta staªa si¦ wa»nym obszarem bada« w matematyce i informatyce.

Jednym z najbardziej znacz¡cych wyników w teorii grafów jest twierdzenie Turána z 1941 r. wy-

znaczaj¡ce maksymaln¡ mo»liw¡ liczb¦ kraw¦dzi w gra�e o ustalonej liczbie wierzchoªków, który nie

zawiera grafu peªnego zadanej wielko±ci. Niniejszy projekt dotyczy ró»nych uogólnie« tego twierdze-

nia, w których pyta si¦ nie o liczb¦ kraw¦dzi, ale o liczb¦ innych podgrafów, podgrafów indukowanych

lub minimalny stopie« (najmniejsz¡ liczb¦ kraw¦dzi incydentnych do wierzchoªka), a tak»e podobnych

pyta« stawianych dla grafów zorientowanych (grafów z orientacj¡ na ka»dej kraw¦dzi) oraz grafów

z kolorami na kraw¦dziach. Takie uogólnienia s¡ motywowane ostatnimi intensywnymi osi¡gni¦ciami

i wa»nymi otwartymi problemami w teorii grafów. Celem projektu jest odpowied¹ na niektóre istotne

hipotezy, zbadanie zachowania rozwa»anego maksimum w ró»nych nieznanych przypadkach i opraco-

wanie nowych technik radzenia sobie z takimi problemami typu Turána.

W±ród rozwa»anych uogólnie« jest maksymalizacja liczby kopii danego grafu zamiast liczby kra-

w¦dzi. W tym przypadku nie mamy ogólnych twierdze« i rozwi¡zanie problemu nawet dla maªych

konkretnych grafów jest trudne i znacz¡ce. Przykªadowo, hipoteza Erd®sa o maksymalnej liczbie pi¦-

ciok¡tów w grafach bez trójk¡tów zostaªa rozwi¡zana przez kierownika projektu po prawie 30 latach,

podczas gdy problem maksymalnej liczby trójk¡tów w grafach bez dwóch trójk¡tów o wspólnej kraw¦-

dzi jest równowa»ny z otwartym problemem wyznaczenia ±cisªych ogranicze« w tak zwanym lemacie

o usuwaniu trójk¡tów, który ma wa»ne implikacje poza teori¡ grafów. W ramach projektu planowa-

ne jest mi¦dzy innymi udowodnienie ogólnej hipotezy daj¡cej asymptotyczn¡ odpowied¹ w znacz¡cej

liczbie przypadków oraz znalezienie maksimum dla niektórych interesuj¡cych klas grafów jak cykli,

uogólniaj¡c wspomnian¡ hipotez¦ Erd®sa, a tak»e dla cykli skierowanych w grafach zorientowanych.

Planowana metodologia zawiera w szczególno±ci nowatorskie metody analityczne oparte na gra-

nicach grafowych i wspomaganiu komputerowym. Takie metody zostaªy w ostatnich latach bardzo

rozwini¦te i poczyniªy post¦py nie tylko w teorii grafów, ale tak»e w �zyce statystycznej i analizie

danych. Kierownik projektu przyczyniª si¦ do tego rozwoju m.in. rozstrzygaj¡c wraz ze swoimi wspóª-

pracownikami hipotez¦ postawion¡ przez László Lovásza, laureata tegorocznej Nagrody Abela, najbar-

dziej presti»owej nagrody w dziedzinie matematyki. Dalsze badania i rozwój takich metod w ramach

projektu b¦d¡ miaªy istotne znaczenie i du»e zainteresowanie.
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