
Zastosowanie multiporz¡dków i systemów tilingów do badania teoriomiarowych i

topologicznych dziaªa« grup ze ±redni¡

Intensywne badania klasycznych ukªadów dynamicznych (kolejnych iteracji okre±lonego przeksztaªce-

nia) prowadzone w ubiegªym stuleciu zaowocowaªy licznymi twierdzeniami dotycz¡cymi rekurencji, sta-

tystycznych wªasno±ci asymptotycznych orbit oraz chaosu. Naturalnym kierunkiem rozwoju teorii zbudo-

wanej w ostatnich dekadach jest uogólnienie tych twierdze« na przypadek wielu wzajemnie komutuj¡cych

transformacji, czy nawet nieprzemiennych grup transformacji. Szczególnie dobrze nadaj¡c¡ si¦ do tego ro-

dzaju uogólnie« jest klasa tak zwanych grup ze ±redni¡ (ang. amenable groups). Jednak»e, wiele twierdze«

udowodnionych w przypadku klasycznych ukªadów dynamicznych opiera si¦ na fakcie, »e addytywna grupa

liczb caªkowitych Z jest w sposób naturalny uporz¡dkowana liniowo przez relacj¦ nierówno±ci < oraz »e

taki porz¡dek na Z jest niezmienniczy na dodawanie, innymi sªowy je»eli n < m, to n + k < m + k dla

ka»dej liczby caªkowitej k. Ponadto, dla dowolnych liczb caªkowitych n < m, odcinek {k ∈ Z : n ≤ k ≤ m}
jest sko«czony. W ogólno±ci, w grupie ze ±redni¡ nie musi istnie¢ niezmienniczy porz¡dek o sko«czonych

odcinkach. Nawet w grupie Z2, b¦d¡cej jednym z najprostszych przykªadów grupy przemiennej, takowy

porz¡dek nie istnieje. Z tego powodu, wyniki znane dla klasycznych ukªadów dynamicznych nie mog¡ by¢

bezpo±rednio przeniesione na przypadek ukªadów z dziaªaniem grup ze ±redni¡, bez odpowiedniego ich za-

adaptowania i u»ycia do ich dowodów nowych narz¦dzi, stworzonych specjalnie do zastosowa« w ogólnym

przypadku. Jednym z gªównych celów tego projektu jest opracowanie takich narz¦dzi. Przykªadowo, w

klasycznych ukªadach dynamicznych, istnieje poj¦cie odlegªej przeszªo±ci odnosz¡ce si¦ do niesko«czenie

dalekich iteracji transformacji. Pojawia si¦ jednak pytanie, w jaki sposób zde�niowa¢ taki obiekt w przy-

padku dziaªania dowolnej grupy ze ±redni¡, skoro nie jest jasne jak powinien on by¢ zde�niowany nawet w

stosunkowo prostym przypadku grupy Z2. W klasycznych ukªadach dynamicznych rozwa»ane s¡ równie»

tak zwane pary asymptotyczne, zde�niowane jako pary punktów, których orbity zbli»aj¡ si¦ do siebie wraz

z upªywem czasu. Ponownie rodzi si¦ pytanie, jak zde�niowa¢ analogon par asymptotycznych w ogólnym

ukªadzie dynamicznym, w którym �czas� jest grup¡, w której nie ma jednoznacznie okre±lonego kierunku.

Przeszkody tego typu mog¡ zosta¢ pokonane przy pomocy niedawno stworzonego narz¦dzia jakim jest

multiporz¡dek (ang. multiorder). Jest to rodzina porz¡dków liniowych w grupie G o tej wªasno±ci, »e co

prawda »aden z porz¡dków nie jest niezmienniczy, ale caªa rodzina jest niezmiennicza w nast¦puj¡cym

sensie: je»eli ≺ jest porz¡dkiem nale»¡cym do tej rodziny i g ∈ G, to porz¡dek ≺′ zde�niowany warun-

kiem a ≺′ b ⇔ ag ≺ bg równie» nale»y do tej rodziny. Dla ustalonego porz¡dku ≺ z multiporz¡dku,

odlegªa przyszªo±¢ mo»e ju» by¢ zde�niowana wzdªu» ≺. Podobnie mo»na w naturalny sposób zde�niowa¢

pary asymptotyczne ze wzgl¦du na ≺. Wymienione (cho¢ pobie»nie) przykªady daj¡ przedsmak tego w

jaki sposób niestandardowe narz¦dzia mog¡ by¢ zastosowane do uogólnienia pewnych klasycznych poj¦¢.

Mamy nadziej¦, »e z pomoc¡ multiporz¡dków i podobnych, niekonwencjonalnych metod mo»liwe b¦dzie

badanie chaosu, par asymptotycznych oraz powi¡zanych z nimi poj¦¢ w ogólnych ukªadach dynamicznych

(z dziaªaniem grup lub póªgrup transformacji)

Jednym z kluczowych parametrów ukªadu dynamicznego jest jego entropia (b¦d¡ca wykªadnicz¡ miar¡

zªo»ono±ci orbit o rosn¡cych dªugo±ciach). W latach siedemdziesi¡tych ubiegªego stulecia, poj¦cie to zo-

staªo uogólnione na przypadek ukªadów z dziaªaniem dowolnych grup przemiennych, a niedªugo potem na

przypadek dziaªania grup ze ±redni¡. W klasycznym przypadku, istnieje silne powi¡zanie pomi¦dzy dodat-

nio±ci¡ entropii i istnieniem chaosu oraz par asymptotycznych w danym systemie. Analogiczne rezultaty

dla dziaªa« grup ze ±redni¡ s¡ fragmentaryczne i ograniczaj¡ si¦ tylko do w¦»szej klasy grup (w których

istnieje porz¡dek niezmienniczy). Jednym z mo»liwych zastosowa« multiporz¡dków jest znalezienie do-

brej de�nicji chaosu i udowodnienie zwi¡zku mi¦dzy entropi¡, chaosem i istnieniem par asymptotycznych

w peªnej ogólno±ci.

Gªównym celem projektu jest rozwini¦cie bada« nad ukªadami dynamicznymi z dziaªaniem przeliczal-

nych grup ze ±redni¡, przy u»yciu multiporz¡dków i systemów tilingów (b¦d¡cych kolejnym niekonwencjo-

nalnym narz¦dziem, które okazaªo si¦ niezwykle u»yteczne w analizie ogólnych ukªadów dynamicznych).

Jednym z zada« jest uogólnienie klasycznych twierdze«, dotycz¡cych ró»nych wariantów chaosu i entropii

oraz zwi¡zanych z nimi poj¦¢, na przypadek ukªadów z dziaªaniem grup ze ±redni¡, co mo»e prowadzi¢ do

uzyskania nowych rezultatów, nieznanych dot¡d nawet dla klasycznych ukªadów dynamicznych.
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