
Holomorficzna dynamika, fraktale, formalizm termodynamiczny. Dla przekszta lcenia f
przestrzeni X zwiȩkszaja̧cego odleg lości, iterowanie dzia lania f prowadza̧ ma le zbiory na duże (dy-
namiczny ”eskalator”). W ten sposób zachowanie w d lugim czasie pod dzia laniem f daje wgla̧d w w
lokalna̧ strukturȩ X. Badamy tu g lównie f zachowuja̧ce ka̧ty (konforemne), wiȩc zachowuja̧ce kszta lty.

Pracujemy g lównie na sferze Riemanna S2 z funkcja̧ f holomorficzna̧ (konforemna̧ wszȩdzie oprócz
punktów krytycznych, gdzie pochodna Df zeruje siȩ) dzia laja̧c f -em na otwartym obszarze U , i ze
zbiorami granicznymi tego dzia lania. Jeśli U = S2 to f jest funkcja̧ wymierna̧ (ilorazem dwóch wielo-
mianów) stopnia co najmniej 2, i rozważa siȩ zbiór Julii X = J = J(f), zwarty, f -niezmienniczy,
z chaotyczna̧ dynamika̧, i jego uzupe lnienie F (f) nazywane zbiorem Fatou. To F (f) sk lada siȩ z
najwyżej skończonej liczby sk ladowych okresowych i ze sk ladowych ich przeciwobrazów dla fn. Te
okresowe sa̧ przycia̧gane do okresowych orbit przycia̧gaja̧cych lub parabolicznych lub sa̧ osobliwe z
eliptyczna̧ dynamika̧ (obrotem o ka̧t niewymierny) w odpowiednich holomorficznych wspó lrzȩdnych):
dysk Siegela lub pierścień Hermana. F (f) moźe być pusty, czyli J = S2. Jeśli nie, to J jest brzegowy,
zazwyczaj fraktalny. To s lowo zosta lo wprowadzone przez Benôıt Mandelbrota w latach 1970-tych, na
określenie kszta ltów z wymiarem Hausdorffa HD ścísle wiȩkszym niż topologiczny. HD(X) określa ile
ma lych kul potrzeba do pokrycia X. Wiadomo, że dla wielomianów (oprócz zd i Chebyshev’a) J jest
fraktalem, ale dla f wymiernych (oprócz J = S2) jest to problem, który wymaga g lebokiego zrozu-
mienia wewnȩtrznej struktury zbioru Julii, przy obecności dziedzin osobliwych. I tak, udowodnienie
HD(J(f)) > 1 dla spójnego J nie bȩda̧cego krzywa̧ analityczna̧ to pierwszorzȩdny cel projektu.
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Figure 1. Zbiory Julii: królik f(z) = z2 − 0.123 + 0.745i, bazylika f(z) = z2 − 1,

dendryt f(z) = z2+i, bazylika z królikiem f(z) = z2+c
z2−1 dla c = 1+
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granica̧ miȩdzy bia lym a czarnym, dywan Julii-Sierpińskiego f(z) = z2 − 1/16z2 gdzie
brzegi sk ladowych Fatou nie dotykaja̧ siȩ .

Metoda̧ badania fraktala jest rozk ladanie na nim mas. Dla J(f) użyjemy f -niezmienniczej miary
(stanu) równowagi, która maksymalizuje entropiȩ plus ca lkȩ z potencja lu. To maksymum nazywane
jest císnieniem (energia̧ swobodna̧ w równowagowej fizyce statystycznej). Rozk lada siȩ miarȩ mt na
ma lych dyskach B zgodnie z ich średnicami w potȩdze t = α takiej, żeby miary sumowa ly siȩ do 1
(dla innych t używa siȩ normalizuja̧cego czynnika). Tu potencja l to −t log |Df |; zauważmy, że |Df−n|
sa̧ mniej wiȩcej tymi średnicami, gdzie n to czasy doj́scia do dużej skali. 1/t pe lni rolȩ temperatury.
α okazuje siȩ być (zazwyczaj) HD(J). Sta̧d ten potencja l i císnienie nazywane sa̧ geometrycznymi.
• Zak ladaja̧c istnienie mt zbadamy w lasności statystyczne cia̧gów φ ◦ fn(z) dla mt prawie każdego z
i obserwabli φ. Pojawia̧ siȩ średnie Cesaro i duże odchylenia. • Bȩdziemy badali spektrum wymiarów
Hausdorffa zbiorów punktów z z danym wyk ladnikiem Lapunowa limn→∞ 1/n log |Dfn(z)| jako trans-
formatȩ Legendre’a císnienia geometrycznego jako funkcji temperatury. • Spojrzymy na obszary U
sparametryzowane dyskiem jednostkowym przez przekszta lcenie Riemanna R, którego zachowanie
brzegowe w obecności f powia̧żemy z fraktalna̧ natura̧ ∂U bez f . Te obiekty bȩda̧ parametryzowane
asymptotyczna̧ wariancja̧. • Zbadamy císnienie w jȩzyku orbit okresowych z geometrycznymi wagami,
co ma zwia̧zek z twierdzeniem o liczbach pierwszych, i akumulacjȩ tych orbit w nielinearyzowal-
nych orbitach okresowych lub (w lochatych) brzegach dysków Siegela. • Kombinatoryczna̧ wersja̧ R i
kodowania przez promienie, sa̧ geometryczne drzewa koduja̧ce i ich nieskończone ga lȩzie γ. Daja̧ silna̧
metodȩ przeniesienia miary z przestrzeni symbolicznej do J . Zbiory akumulacji γ sa̧ warte lepszego
zrozumienia, a także zwia̧zki z rozbiciami Markowa i grafami Γ z rozszerzonym na nie f , z brzegiem J ;
otrzymujemy pomost do geometrycznej teorii grup. • Bȩdziemy badać rozga lȩzione nakrycia sfery S2,
zgrubsza rozcia̧gaja̧ce, ogólniejsze niż funkcje wymierne, i ich kwazikonforemne sprzȩżenia. • Zbadamy
niejednostajna̧ hiperboliczność, w zwia̧zku z rekurencja̧ punktów krytycznych. • Zaatakujemy prob-
lem HD(J) > 1 dla J krzywej f -niezmienniczej blisko okrȩgu jednostkowego, dla f rzeczywistych
zaburzeń zd, i problem czy HD zbiorów hiperbolicznych jest suma̧ wymiarów stabilnego i niestabilnego.

Projekt jest zorganizowany w obszary i otwarte problemy dojrza le do prze lomu i rozwia̧zania. Wia̧że
uk lady dynamiczne z analiza̧ zespolona̧, geometryczna̧ teoria̧ grup, teoria̧ miary, geometryczna̧ analiza̧,
topologia̧, teoria̧ prawdopodobieństwa i wyniki moga̧ siȩ stosować w fizyce statystycznej, modelowaniu
chemicznych i biologicznych procesów, a nawet mechanice klasycznej i astrofizyce.
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