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Holomorficzna dynamika, fraktale, formalizm termodynamiczny. Dla przeksztalcenia f
przestrzeni X zwigkszajacego odlegtosci, iterowanie dzialania f prowadzg male zbiory na duze (dy-
namiczny ”eskalator”). W ten sposéb zachowanie w dlugim czasie pod dzialaniem f daje wglad w w
lokalna strukture X . Badamy tu gléwnie f zachowujace katy (konforemne), wiec zachowujace ksztalty.

Pracujemy giéwnie na sferze Riemanna S? z funkcja f holomorficzna (konforemna wszedzie oprécz
punktéw krytycznych, gdzie pochodna Df zeruje si¢) dzialajac f-em na otwartym obszarze U, i ze
zbiorami granicznymi tego dziatania. Jesli U = S? to f jest funkcja wymierna (ilorazem dwéch wielo-
miandéw) stopnia co najmniej 2, i rozwaza si¢ zbiér Julii X = J = J(f), zwarty, f-niezmienniczy,
z chaotyczng dynamika, i jego uzupeienie F'(f) nazywane zbiorem Fatou. To F(f) sklada sie z
najwyzej skoriczonej liczby skladowych okresowych i ze skladowych ich przeciwobrazéw dla f™. Te
okresowe sa przyciagane do okresowych orbit przyciagajacych lub parabolicznych lub sa osobliwe z
eliptyczng dynamikg (obrotem o kat niewymierny) w odpowiednich holomorficznych wspéhrzednych):
dysk Siegela lub pierscieri Hermana. F(f) moze by¢ pusty, czyli J = S2. Jesli nie, to J jest brzegowy,
zazwyczaj fraktalny. To stowo zostalo wprowadzone przez Benoit Mandelbrota w latach 1970-tych, na
okreslenie ksztaltéw z wymiarem Hausdorffa HD $cile wigkszym niz topologiczny. HD(X) okresla ile
matych kul potrzeba do pokrycia X. Wiadomo, ze dla wielomianéw (oprécz z? i Chebyshev’a) J jest
fraktalem, ale dla f wymiernych (oprécz J = S?) jest to problem, ktéry wymaga glebokiego zrozu-
mienia wewnetrznej struktury zbioru Julii, przy obecnosci dziedzin osobliwych. I tak, udowodnienie
HD(J(f)) > 1 dla spdjnego J nie bedacego krzywa analityczna to pierwszorzedny cel projektu.

FIGURE 1. Zbiory Julii: krolik f(z) = 22 — 0.123 + 0.745i, bazylika f(z) = 22 — 1,
dendryt f(z) = 22+, bazylika z krélikiem f(z) = 32+‘13 dla c = @ z J(f) beddacym

= 2

granica miedzy bialym a czarnym, dywan Julii-Sierpiiskiego f(z) = 22 — 1/1622 gdzie
brzegi sktadowych Fatou nie dotykaja sie .

Metoda badania fraktala jest rozktadanie na nim mas. Dla J(f) uzyjemy f-niezmienniczej miary
(stanu) réwnowagi, ktéra maksymalizuje entropie plus catke z potencjalu. To maksymum nazywane
jest cisnieniem (energig swobodng w réwnowagowej fizyce statystycznej). Rozklada sie miare m; na
matych dyskach B zgodnie z ich $rednicami w potedze t = « takiej, zeby miary sumowaly sie do 1
(dla innych ¢ uzywa si¢ normalizujacego czynnika). Tu potencjal to —tlog |D f|; zauwazmy, ze |D f~"|
sa mniej wiecej tymi $rednicami, gdzie n to czasy dojécia do duzej skali. 1/t pelni role temperatury.
a okazuje sie by¢ (zazwyczaj) HD(J). Stad ten potencjal i cisnienie nazywane sa geometrycznymi.
e Zaktadajac istnienie m; zbadamy wlasnosci statystyczne ciagéw ¢ o f"(z) dla m; prawie kazdego z
i obserwabli ¢. Pojawia sie érednie Cesaro i duze odchylenia. e Bedziemy badali spektrum wymiaréw
Hausdorffa zbioréw punktéw z z danym wykladnikiem Lapunowa lim,, o, 1/nlog|D f™(z)| jako trans-
formate Legendre’a ci$nienia geometrycznego jako funkcji temperatury. e Spojrzymy na obszary U
sparametryzowane dyskiem jednostkowym przez przeksztalcenie Riemanna R, ktérego zachowanie
brzegowe w obecnosci f powiazemy z fraktalng natura OU bez f. Te obiekty beda parametryzowane
asymptotyczng wariancjg. e Zbadamy cisnienie w jezyku orbit okresowych z geometrycznymi wagami,
co ma zwiazek z twierdzeniem o liczbach pierwszych, i akumulacje tych orbit w nielinearyzowal-
nych orbitach okresowych lub (wlochatych) brzegach dyskéw Siegela. e Kombinatoryczng wersja R i
kodowania przez promienie, sa geometryczne drzewa kodujace i ich nieskonczone galezie v. Daja silna
metode przeniesienia miary z przestrzeni symbolicznej do J. Zbiory akumulacji v sa warte lepszego
zrozumienia, a takze zwiazki z rozbiciami Markowa i grafami I' z rozszerzonym na nie f, z brzegiem J;
otrzymujemy pomost do geometrycznej teorii grup. e Bedziemy badaé rozgalezione nakrycia sfery S2,
zgrubsza rozciggajgce, ogdlniejsze niz funkcje wymierne, i ich kwazikonforemne sprzezenia. e Zbadamy
niejednostajna hiperbolicznoéé, w zwiazku z rekurencja punktéw krytycznych. e Zaatakujemy prob-
lem HD(J) > 1 dla J krzywej f-niezmienniczej blisko okregu jednostkowego, dla f rzeczywistych
zaburzen z%, i problem czy HD zbioréw hiperbolicznych jest suma wymiaréw stabilnego i niestabilnego.

Projekt jest zorganizowany w obszary i otwarte problemy dojrzale do przetomu i rozwigzania. Wiaze
uktady dynamiczne z analiza zespolona, geometryczna teoria grup, teoria miary, geometryczna analiza,
topologia, teoria prawdopodobienstwa i wyniki moga sie stosowaé w fizyce statystycznej, modelowaniu
chemicznych i biologicznych proceséw, a nawet mechanice klasycznej i astrofizyce.



