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Uogolnienia problemu kolorowania
w grafach z zabronionymi strukturami

Karolina Okrasa

Jednym z najlepiej zbadanych probleméw grafowych jest problem poprawnego k-kolorowania grafu:
pytamy, czy mozna przypisaé wierzchotkom grafu k koloréw w taki sposéb, aby zadne dwa sasiadujace ze
sobg wierzchotki nie otrzymaly tego samego koloru. Ponizszy przyklad pokazuje poprawne kolorowanie
graféw: na 3 kolory (po lewej) i na 4 kolory (po prawej). Latwo sprawdzié, ze grafu po prawej stronie
nie pokolorujemy poprawnie na 3 kolory.

Jedli mamy do dyspozycji k > 3 koloréw, problem k-kolorowania jest NP-zupelny. Oznacza to w
szczegblnosci, ze nie znamy algorytmu, ktory stwierdza, czy graf G o n wierzchotkach da sie poprawnie
pokolorowaé¢ na k koloréw, i jednoczesnie dziala w czasie wielomianowym wzgledem n.

Moze sie jednak zdarzy¢, ze jesteSmy zainteresowani rozwiazaniem naszego problemu tylko dla
takich graféw G, ktére posiadaja okreslona wlasnoéé (np. sa planarne lub kazdy wierzcholek sasiaduje
z co najwyzej czterema innymi). Intuicja podpowada, ze jesli mamy dodatkowe informacje, wéwczas
by¢ moze da si¢ rozwiazaé nasz problem szybciej. W wielu przypadkach okazuje si¢ to prawda, a w
skrajnych moze sie nawet okazaé, ze rozwazany problem staje sie trywialny. Na przyktad, nie znamy
algorytmu rozwiazujacego problem 4-kolorowania w czasie wielomianowym dla wszystkich graféw G,
ale gdy zalozymy, ze G jest planarny, istnieje algorytm dziatajacy nawet szybciej niz wielomianowo
— taki, ktéry dla kazdego G zwréci odpowiedz twierdzaca. Istotnie, na mocy twierdzenia o czterech
barwach, kazdy graf planarny mozna poprawnie pokolorowaé na cztery kolory.

Dlatego wszelkie twierdzenia charakteryzujace strukture graféw pochodzacych z pewnej ustalonej
klasy sg bardzo pozadane przez algorytmikéw — czesto pozwalaja uprosci¢ problemy i zaprojektowaé
algorytmy, ktore dziataja szybciej, wlaénie dzieki wykorzystaniu naszej dodatkowej wiedzy o grafie.
Dodatkowo, z uwagi na swojg uniwersalno$é¢, moga by¢ uzywane do projektowania algorytmoéw dla
probleméw duzo ogdélniejszych niz kolorowanie graféw.

W naszym projekcie bedziemy sie zajmowaé¢ wtasnie uogoélnieniem problemu kolorowania — tak
zwanymi homomorfizmami graféw. Niech G i H bedg grafami. Powiemy ze funkcja f przypisujaca
wierzchotkom grafu G wierzchotki grafu H jest homomorfizmem, jesli z faktu, ze wierzchotki u i
v tworza krawedz w G wynika, ze f(u) i f(v) tworza krawedz w H. Mniej formalnie, rozwazmy
przyklad ponizej: przedstawiono na nim homomorfizm z grafu G (po lewej) w H (po prawej). Jesli
zinterpretujemy wierzchotki H jako kolory, wéwczas kazdej parze sasiadéw w G (po lewej) musimy
przypisa¢ pare koloréw sasiadujacych w H.

Dla ustalonego grafu H, w problemie homomorfizmu w H pytamy, czy istnieje homomorfizm z
danego grafu G w H. Mozna zauwazy¢, ze jesli H jest grafem pelnym o k wierzchotkach, wowczas
dostajemy problem réwnowazny problemowi k-kolorowania. Czgsto nie znamy algorytmoéw, ktére
rozwiazywalyby taki problem szybciej niz tzw. brute force (czyli wypisanie i sprawdzenie wszystkich
mozliwosci), jesli G moze by¢ dowolnym grafem. Dlatego wlasnie chcemy skupié sie na rozwiazywaniu
problemu homomorfizmu w pewnych szczegdlnych klasach graféw — a dokladniej takich, ktére mozna
zdefiniowaé poprzez zabronienie pewnych struktur.



