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STRESZCZENIE POPULARNE

Funkcje typu L sg funkcjami generujacymi zwiazanymi z pewnymi obiektami arytmetycznymi, geo-
metrycznymi lub algebraicznymi. Sa zwykle zdefiniowane jako szeregi Dirichleta lub iloczyny Eulera
zbiezne na pewnej péiplaszczyznie, ktore posiadaja przedtuzenie meromorficzne na cala ptaszczyzne
zespolong i spelniajg rownanie funkcyjne typu riemannowskiego. Historycznie rzecz ujmujac pojawity
sie po raz pierwszy w klasycznych pracach Eulera, Dirichleta i Riemanna. Prawdopodobnie najbar-
dziej znanym przyktadem funkcji L jest funkcja dzeta Riemanna. Dzigki przelomowym pracom wielu
znanych matematykéw takich jak R. Dedekind, E. Artin, E. Hecke oraz R. Langlands, by wymienié
tylko kilku, funkcje L staly sie waznym narzedziem w badanich probleméw arytmetycznych i obecnie
zajmuja centralne miejsce w nowoczesnej teorii liczb.

W 1989 roku A. Selberg zdefiniowal aksjomatycznie klase funkcji, obecnie zwana klasqg Selberga i
oznaczang symbolem &, ktéra przypuszczalnie zawiera wszystkie funkcje L wazne z punktu widzenia
teorii liczb. W chwili obecnej precyzyjny opis elementéw klasy S jest znany w bardzo ograniczonym
zakresie. Gtéwne hipotezy z tym zwiagzane przewiduja, ze stopien kazdej funkcji L z klasy Selberga
jest nieujemna liczba catkowita (Hipoteza o Stopniu), oraz ze wszystkie funkcje L stopni catkowitych
pochodza od reprezentacji automorficznych grup arytmetycznych (Ogdine Twierdzenie Odwrotne).
Stosunkowo tatwo jest opisaé strukture klasy S dla stopni d < 1. Opis ten wynika z klasycznych re-
zultatow H.-E. Richerta i S. Bochnera z lat 50. ubieglego wieku i zostal podany przez B. Conreya i A.
Ghosha w 1990 r. Dalszy postep przyniosty prace J. Kaczorowskiego i A. Perelliego, ktérzy potwier-
dzili prawdziwos¢ zaréwno Hipotezy o Stopniu jak i Ogdlnego Twierdzenia Odwrotnego dla stopni
mniejszych od 2. W niedawnej pracy (2020), ktéra nie jest jeszcze opublikowana, uzyskali catkowity
opis funkcji L stopnia 2 o przewodniku réwnym 1, potwierdzajac Ogoélne Twierdzenie Odwrotne takze
i w tym przypadku.

G1éwnym celem obecnego projektu badawczego jest dokonanie dalszego postepu w badaniu struk-
tury klasy S. Zasadniczym obiektem badan beda funkcje L stopnia 2 o przewodnikach wiekszych
od 1. Dobrze znane twierdzenie A. Weila sugeruje, ze celowe dla ich badania bedzie opisanie wtasnosci
splotéw funkcji L z charakterami Dirichleta. Pojawia sie tu wiele probleméw, ktére wymagaja wyja-
$nienia. Dla przyktadu, nie wiadomo, w jaki sposéb podstawowe niezmienniki funkcji L zachowuja sie
przy opisanej operacji splotu. W szczegoélnoéci nie wiadomo, czy stopnie funkcji F' € S oraz jej splotu
FXx, zakladajac, ze nalezy on do S, sa sobie rowne. Mozna przypuszczaé, ze tak jest, ale precyzyjny
dowdd tego faktu nie jest obecnie znany. Podobne problemy moga by¢ formutowane w odniesieniu do
innych niezmiennikéw takich jak na przyktad przewodnik czy liczba pierwiastkowa. Majac za przyktad
klasyczne wyniki dotyczace funkcji L zwiazanych z formami modularnymi Heckego i Maassa, mozna
sformutowaé prawdopodobne przypuszczenia w tym zakresie. W proponowanym projekcie badawczym
zamierzamy zmierzy¢ sie z tymi, jak i innymi, pochodnymi problemami.

Réwnolegte kierunki badan w proponowanym projekcie badawczym beda koncentrowaly sie na teo-
rii rozmieszczenia wartosci funkcji L oraz ich zastosowaniach w teorii faktoryzacji. Wartoéci funkcji
dzeta i funkcji typu L na argumentach z pasa krytycznego naleza do najwazniejszych przedmiotow
badan analitycznej teorii liczb. Rozmieszczenie wartosci tych funkceji byto przedmiotem dociekan wielu
matematykow w ostatnich dziesiecioleciach, ale mimo to nasza wiedza w tym zakresie jest wciaz do-
sy¢ ograniczona. Proponowane badania beda dotyczyly rozmieszczenia warto$ci rozmaitych uogdlnien
klasycznej funkcji dzeta Riemanna, dla ktérych lista ciekawych probleméw otwartych jest wciaz dosy¢
dtuga. Drugi z wymienionych réwnolegtych kierunkéw badan bedzie dotyczyl wlasnosci faktoryzacyj-
nych w monoidach przemiennych. Monoidy o najprostszej strukturze, tj. monoidy wolne, to dokladnie
te z jednoznacznoscig rozkladu. Bedziemy badaé¢ niejednoznaczno$é¢ rozktadu w samych monoidach
analitycznych i to, jak sie zachowuja w konstrukcjach, gdzie nowe monoidy analityczne buduje sie z
innych. Sprébujemy tez zmierzy¢ sie z zagadnieniem wtasnosci faktoryzacyjnych jednego z najbardziej
intrygujacych monoidéw: samej klasy Selberga.

Funkcje L maja zasadnicze znaczenie dla teorii liczb oraz geometrii algebraicznej. Funkcje dzeta
sg rowniez rozwazane w innych dziatach matematyki takich jak na przyklad algebra, kombinatoryka,
czy teoria ukltadéw dynamicznych. To pokazuje zwiazki tematyki proponowanego projektu z innymi
czeSciami matematyki i czyni ten kierunek badan tak waznym i ciekawym.



