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Wtasnosci kombinatoryczne i strukturalne algebr Hecke-Kiselmana
streszczenie popularnonaukowe
Magdalena Wiertel

Dla dowolnego skoniczonego zbioru {x1, ..., x,} rozwazmy wszystkie stowa o literach z tego zbioru,
to znaczy formalne ciagi postaci z;, - - - z;,, z dodanym slowem pustym oznaczanym jako 1. W tym
zbiorze mozna wprowadzi¢ dziatanie dwuargumentowe, ktére dowolnej parze stow w oraz v przypo-
rzadkowuje stowo wv, powstale przez napisanie najpierw w, a nastepnie v. Dodatkowo zakladamy, ze
wl oraz 1w dla dowolnego stowa to w. Ta operacja, zwana konkatenacja, jest taczna, a zbidr wszystkich
stow z opisanym dzialaniem jest nazywany monoidem wolnym o generatorach xi,...,x,.

W monoidzie wolnym mozna dodatkowo utozsamic ze sobg pewne stowa tak, by po uwzglednieniu
tych utozsamien konkatenacja pozostata dobrze zdefiniowana oraz taczna. To znaczy, mozna okresli¢
generatory oraz relacje miedzy nimi. Gdy monoid jest skonstruowany w ten sposéb, méwimy ze jest on
zadany przez prezentacje. Na przyklad, monoid o prezentacji (z : 22 = x) ma dokladnie dwa elementy
1 oraz x, a mnozenie w tym monoidzie jest wyznaczone przez warunki x1 = lz = x oraz xx = .

Podobne konstrukcje réznych struktur algebraicznych wystepuja w wielu dziatach matematyki,
takich jak kombinatoryka, geometria, topologia oraz algebra. Jednym z waznych przyktadéw jest grupa
warkoczy (oraz monoid warkoczy), ktéra zostala wprowadzona jako matematyczny opis warkoczy o
ustalonej liczbie nici.

Celem projektu jest zbadanie kombinatorycznych aspektow pewnej klasy monoidéw zadanych przez
prezentacje zwiazang z relacjami typu warkoczowego oraz struktury algebr pétgrupowych z nimi zwia-
zanych. Zajmiemy sie algebrami Hecke—Kiselmana, ktére zostaly zdefiniowane jako wspodlne uogdlnie-
nie dwéch innych klas o podobnych wlasnosciach algebraicznych. W uogdlnieniu tym prezentacja jest
zwigzana z obiektami kombinatorycznymi, zwanymi digrafami. Kazdy digraf sktada sie ze skonczonego
zbioru wierzchotkow, graficznie przedstawianych w postaci kropek, oraz zbioru krawedzi, oznaczanych
jako linie lub strzalki pomiedzy wierzchotkami. Kazda krawedz taczy dwa rézne wierzchotki i moze
by¢ nieskierowana, gdy taczy symetrycznie dwa wierzchotki lub skierowana, gdy jeden z wierzchotkéw
jest jej poczatkiem, a drugi koncem. Monoid Hecke—Kiselmana zwiazany z digrafem jest zadany przez
generatory odpowiadajace wierzchotkom, takie ze 22 = x, oraz relacje w zaleznosci od krawedzi miedzy
wierzchotkami. W szczegdlnosci monoid dwuelementowy opisany w pierwszej czesci opisu to monoid
Hecke—Kiselmana pochodzacy od digrafu sktadajacego si¢ z jednego wierzchotka.

Opisana klasa monoidéw posiada zwiazki z pélgrupowymi odpowiednikami stynnych grup Coxete-
ra, ktore zostaly wprowadzone do opisu grup pewnych odbi¢. Monoidy Hecke-Kiselmana pojawiaja sie
réwniez w teorii reprezentacji algebr skoficzenie wymiarowych, to znaczy w teorii, ktéra bada struktury
algebraiczne przez reprezentowanie ich elementéw w postaci macierzy. Ponadto, ze wzgledu na zwigzki
z monoidem warkoczowym, niektére monoidy Hecke-Kiselmana posiadaja interesujaca interpretacje
graficzng.

W ramach projektu badane beda rézne witasnoéci monoidéw Hecke—Kiselmana w zaleznosci od
wlasnosci odpowiadajacych im digraféw. Pierwsza cze$é projektu poswiecona bedzie kombinatorycz-
nym witasnosciom monoidéw pochodzacych od digrafow, ktore posiadaja jedynie skierowane krawedzie.
Planowane jest obliczenie wymiaru Gelfanda—Kirillova algebr Hecke—Kiselmana. Wymiar ten stano-
wi jeden z podstawowych niezmiennikéw w badaniu algebr skoniczenie generowanych. W przypadku
algebr pochodzacych od monoidéw nieskoniczonych, dostarcza on informacje o ztozonosci monoidu.
Kolejnym celem jest zbadanie tak zwanych relacji Greena w klasie monoidéw Hecke-Kiselmana.

W drugiej czesci projektu zbadane zostana rézne aspekty zwiazane ze skoniczonoscia dowolnych
monoidéow Hecke—Kiselmana. Jednym z nich jest warunek stabilizacji rosnacych ciagdéw ideatéw, zwany
noetherowsko$cia, ktory posiada glebokie konsekwencje dla struktury oraz reprezentacji algebr. Pla-
nowane jest rozszerzenie charakteryzacji noetherowskich algebr Hecke—Kiselmana, znanej dotychczas
w przypadku algebr pochodzacych od digraféw zorientowanych. W pelnej ogdélnosci problem roz-
strzygniecia, czy monoid zadany przez prezentacje jest skonczony, jest bardzo trudny. W przypadku
monoidéow Hecke—Kiselmana sg znane jedynie czesSciowe rozwiazania. W ramach projektu planowane
sg nowe wyniki dotyczace tego zagadnienia.



