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Wokdét hipotezy Karlssona-Nussbauma

Streszczenie popularnonaukowe

Przeksztatcenia nieoddalajace, tzn. 1-lipschitzowskie, obok izometrii oraz kontrakcji
tworza jedng z podstawowych klas odzworowan nieliniowych. Ciekawym zagadnieniem
jest badanie dynamiki takich odwzorowan wzgledem réznych przestrzeni metrycznych.

Przyktadowo dobrze znane twierdzenie Banacha o punkcie statym opisuje zachowa-
nie orbit odwzorowan zwezajacych w przestrzeniach metrycznych zupetnych. Innymi
stowy, jezeli f jest kontrakcja, to istnieje doktadnie jeden punkt staly odwzorowania f
taki, ze dla dowolnego z ciag kolejnych iteracji, tzn. z, f(z), f(f(x)), f(f(f(x))),... jest
zbiezny do tego punktu statego. Co mozna powiedzie¢ o zachowaniu sie odwzorowan nie-
oddalajacych? Takie odwzorowania stanowig graniczny przypadek w teorii odwzorowan
zwezajacych, gdy stata Lipschitza dazy do 11 ich dynamika jest znacznie bardziej skom-
plikowana. W przypadku, gdy mamy do czynienia z odwzorowaniem nieoddalajacym
niezbedne sa dodatkowe zatozenia, aby np. zagwarantowa¢ istnienie punktu statego.
Co wiecej nawet, gdy istnieje taki punkt odwzorowania f ciag kolejnych iteracji f
generalnie nie jest zbiezny do punktu statego. Potwierdzeniem ztozonosci dynamiki od-
wzorowan nieoddalajacych jest fakt, ze badania asymptotycznego zachowania tych od-
wzorowan sa jednymi z najczesciej prowadzonych w analizie nieliniowej. Dotychczasowe
badania byly przewaznie prowadzone albo w przestrzeniach Banacha, w przestrzeniach
CAT(0), albo w przestrzeniach z metryka, zwykle typu hiperbolicznego.

Jednym z kluczowych twierdzen, ktore odnosi sie do dynamiki odwzorowan nieod-
dalajacych jest twierdzenie Wolffa-Denjoya. W klasycznej wersji gtosi ono, ze jezeli
przeksztalcenie holomorficzne f, ktore odwzorowuje koto jednostkowe w siebie nie po-
siada punktow stalych, to istnieje punkt na okregu ¢ taki, ze dla dowolnego z ciag
kolejnych iteracji f"(x) jest zbiezny do £. Powyzsze twierdzenie jest obiektem zainte-
resowan wielu badaczy i przez lata zostato uogélnione w réznych kierunkach m.in. na
zbiory Scisle wypukte w R™ wzgledem metryki Hilberta, czy na zbiory Scisle wypukle w
C" wzgledem metryki Kobayashiego.

Interesujaca klasg przestrzeni metrycznych, w ktorych kazde dwa punkty mozna po-
taczy¢ krzywa o dlugosci réwnej odlegtosci pomiedzy tymi punktami sg przestrzenie
geodezyjne. Dzigki szeregowi wtasnosci takich przestrzeni mozna spojrze¢ na problem
dynamiki odwzorowan nieoddalajacych w sposéb bardziej jednolity i ogdlny.

Idac krok dalej w rozwazaniach dynamiki odwzorowan nieoddalajaych mozemy mowié
o hipotezie Karlssona-Nussbauma, ktora jest gtownym tematem tego projektu, a zara-
zem gtownym problemem w tym obszarze badan. Hipoteza Karlssona-Nussbauma gtosi,
ze dla skonczonej przestrzeni metrycznej Hilberta istnieje wypukly zbidr A zawarty w
brzegu wypuktego zbioru D, taki ze punkty skupienia orbit odwzorowan nieoddala-
jacych nieposiadajacych punktow stalych lezg w A. Uzasadnienie powyzszej hipotezy
oraz proba zaproponowania jej odpowienika wzgledem innej przestrzeni metrycznej na
pewno doprowadzitoby do znaczacego postepu w badaniach analizy nieliniowej.



