
Arytmetyczne i dynamiczne wªasno±ci ci¡gów podstawieniowych

W 1761 r. Lambert pokazaª, »e liczba π jest niewymierna, i co za tym idzie jej cyfry w
zwykªym rozwini¦ciu dziesi¦tnym nie powtarzaj¡ si¦ okresowo. Czy ka»da cyfra pojawia si¦
w tym rozwini¦ciu niesko«czenie wiele razy? Wszyscy wierz¡, »e tak, dlatego »e nikt si¦ nie
spodziewa, by rozwini¦cie dziesi¦tne π miaªo jakiekolwiek szczególne wªa±ciwo±ci, nikt nigdy nie
zaobserwowaª »adnej regularno±ci w tym rozwini¦ciu, i zatem jest ono zapewne �losowe�. Rzecz
jasna, terminu �losowe� nie mo»na tu rozumie¢ w sposób ±cisªy, ostatecznie cyfry π s¡ ustalone
i nie powstaj¡ w wyniku jakiego± procesu losowego, s¡dzimy jednak, »e s¡ �kwazilosowe�, co
znaczy, »e pod wieloma wzgl¦dami zachowuj¡ si¦ jak ci¡g losowy. Dla przykªadu, oczekujemy,
»e po ka»dej cyfrze 2 cyfra 1 wyst¦puje z grubsza tak samo cz¦sto, co cyfra 3, a tak»e »e gdzie± w
rozwini¦ciu wyst¦puj¡ dowolnie dªugie bloki s¡siednich siódemek. Stwierdzenia takie s¡ zwykle
nadzwyczaj trudne w dowodzie; w przypadku π nie wiadomo nawet, czy ka»da cyfra wyst¦puje
niesko«czenie wiele razy; tak samo rzecz si¦ ma z

√
2 lub jak¡kolwiek inn¡ niewymiern¡ liczb¡

algebraiczn¡. Analogicznie spodziewamy si¦, »e liczby czy ci¡gi maj¡ce proste rozwini¦cie w
jednej bazie (np. pot¦gi dziesi¡tki) powinny mie¢ skomplikowane (lub kwazilosowe) rozwini¦-
cia w innej (multyplikatywnie niezale»nej) bazie. Stwierdze« takich nie nale»y traktowa¢ zbyt
dosªownie � ostatecznie pot¦ga dziesi¡tki jest zawsze parzysta, wi¦c jej ostatnia cyfra w rozwini¦-
ciu binarnym jest zawsze równa 0; podobnie, je±li liczba rzeczywista ma okresowe rozwini¦cie
dziesi¦tne, to jest wymierna, i zatem jej rozwini¦cie w dowolnej innej bazie równie» jest (w
ko«cu) okresowe. W innych przypadkach b¦dziemy mieli podobne �oczywiste� zwi¡zki; oczeki-
wanie zachowania kwazilosowego znaczy tyle, »e spodziewamy si¦, »e nie wystepuj¡ jakiekolwiek
nieoczywiste zwi¡zki.

Na szcz¦±cie nie wszystkie problemy dotycz¡ce wzajemnych relacji pomiedzy rozwini¦ciami
w dwóch bazach s¡ beznadziejnie trudne; wiele wa»nych wyników udaªo si¦ pokaza¢. Sªynne
twierdzenie Cobhama mówi o ci¡gach automatycznych, wyrazy których otrzymujemy poprzez
zastosowanie pewnej sko«czonej procedury (automatu sko«czonego) do cyfr rozwini¦¢ liczb natu-
ralnych w danej bazie. Twierdzenie Cobhama gªosi, »e dowolny ci¡g, który mo»na w ten sposób
otrzyma¢ przy u»yciu dwóch ró»nych (multyplikatywnie niezale»nych) baz (na przykªad bazy
dziesi¦tnej i dwójkowej), musi by¢ z konieczno±ci bardzo prosty (w ko«cu okresowy).

Celem naszego projektu jest dalsze rozwini¦cie powy»szych bada« dla szczególnych klas ci¡gów.
Projekt ten znajduje si¦ na przeci¦ciu ukªadów dynamicznych, kombinatoryki i teorii liczb. Nasze
podej±cie do tych zagadnie« b¦dzie oparte o szerokie i systematyczne u»ycie narz¦dzi pochodz¡-
cych z teorii ukªadów dynamicznych. Interesowa¢ nas b¦d¡ ró»ne klasy ci¡gów uogólniaj¡ce
ci¡gi automatyczne, których de�nicja u»ywa poj¦cia bazy (cho¢ termin �baza� trzeba tu rozu-
mie¢ szeroko). Szczególne znaczenia maj¡ tu ci¡gi podstawieniowe (dla których poj¦cie bazy
wci¡» ma sens, cho¢ baza ta nie musi by¢ ju» liczb¡ caªkowit¡). Nasze badania podzielone s¡ na
nast¦puj¡ce zadania:

A. Badanie problemu rozpoznawalno±ci automatyczno±ci ci¡gów podstawieniowych (prob-
lem ten zostaª postawiony niedawno przez Allouche'a, Dekkinga i Que�éllec).

B. Uogólnienie twierdzenia Cobhama na przypadek S-adycznych ukªadów dynamicznych
sko«czonej rangi (zwªaszcza dla ukªadów S-adycznych staªej dªugo±ci).

C. Badanie hipotezy Bella dotycz¡cej ci¡gów o sko«czonym k-wymiarze.
D. Uogólnienie wersji twierdzenia Cobhama dla ci¡gów k-regularnych na przypadek uogól-

nionych ci¡gów k-regularnych.

Mamy nadziej¦, »e nasze badania pozwol¡ na odkrycie nowych zwi¡zków pomi¦dzy ró»nymi
obiektami zde�niowanymi w czysto arytmetycznych i dynamicznych kontekstach. Liczymy w
szczególno±ci na to, »e uda nam si¦ podkre±li¢ wzajemne relacje pomi¦dzy dynamik¡ S-adyczn¡
a poj¦ciami automatyczno±ci i regularno±ci.
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