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Arytmetyczne i dynamiczne wlasno$ci ciagéw podstawieniowych

W 1761 r. Lambert pokazal, ze liczba 7 jest niewymierna, i co za tym idzie jej cyfry w
zwyklym rozwinieciu dziesietnym nie powtarzaja sie okresowo. Czy kazda cyfra pojawia sie
w tym rozwinieciu nieskonczenie wiele razy? Wszyscy wierza, ze tak, dlatego ze nikt sie nie
spodziewa, by rozwiniecie dziesietne 7 miato jakiekolwiek szczegolne wladciwodci, nikt nigdy nie
zaobserwowal zadnej regularnodci w tym rozwinieciu, i zatem jest ono zapewne ,losowe”. Rzecz
jasna, terminu ,losowe” nie mozna tu rozumie¢ w sposoéb Scisty, ostatecznie cyfry m sa ustalone
i nie powstaja w wyniku jakiego$ procesu losowego, sadzimy jednak, ze sa ,kwazilosowe”, co
znaczy, ze pod wieloma wzgledami zachowuja sie jak cigg losowy. Dla przyktadu, oczekujemy,
ze po kazdej cyfrze 2 cyfra 1 wystepuje z grubsza tak samo czesto, co cyfra 3, a takze ze gdzie$ w
rozwinieciu wystepuja dowolnie dtugie bloki sasiednich siédemek. Stwierdzenia takie sg zwykle
nadzwyczaj trudne w dowodzie; w przypadku 7 nie wiadomo nawet, czy kazda cyfra wystepuje
nieskonczenie wiele razy; tak samo rzecz sie ma z /2 lub jakakolwiek inna niewymierna liczba
algebraiczna. Analogicznie spodziewamy sie, ze liczby czy ciggi majace proste rozwiniecie w
jednej bazie (np. potegi dziesiatki) powinny mie¢ skomplikowane (lub kwazilosowe) rozwinie-
cia w innej (multyplikatywnie niezaleznej) bazie. Stwierdzeni takich nie nalezy traktowac zbyt
dostownie — ostatecznie potega dziesiatki jest zawsze parzysta, wiec jej ostatnia cyfra w rozwinie-
ciu binarnym jest zawsze réwna 0; podobnie, jesli liczba rzeczywista ma okresowe rozwiniecie
dziesietne, to jest wymierna, i zatem jej rozwiniecie w dowolnej innej bazie rowniez jest (w
konicu) okresowe. W innych przypadkach bedziemy mieli podobne joczywiste” zwiazki; oczeki-
wanie zachowania kwazilosowego znaczy tyle, ze spodziewamy sie, ze nie wystepuja jakiekolwiek
nieoczywiste zwiazki.

Na szczedcie nie wszystkie problemy dotyczace wzajemnych relacji pomiedzy rozwinieciami
w dwoch bazach sa beznadziejnie trudne; wiele waznych wynikéw udalto sie pokaza¢. Stynne
twierdzenie Cobhama moéwi o ciggach automatycznych, wyrazy ktérych otrzymujemy poprzez
zastosowanie pewnej skoriczonej procedury (automatu skoriczonego) do cyfr rozwinie¢ liczb natu-
ralnych w danej bazie. Twierdzenie Cobhama gtosi, ze dowolny ciag, ktéry mozna w ten sposéb
otrzyma¢ przy uzyciu dwoch roznych (multyplikatywnie niezaleznych) baz (na przyktad bazy
dziesietnej i dwojkowej), musi by¢ z koniecznosci bardzo prosty (w koricu okresowy).

Celem naszego projektu jest dalsze rozwiniecie powyzszych badaii dla szczeg6lnych klas ciagdw.
Projekt ten znajduje sie na przecieciu uktadéw dynamicznych, kombinatoryki i teorii liczb. Nasze
podejécie do tych zagadnieri bedzie oparte o szerokie i systematyczne uzycie narzedzi pochodza-
cych z teorii uktadéw dynamicznych. Interesowaé¢ nas beda rézne klasy ciagdéw uogélniajace
ciagl automatyczne, ktorych definicja uzywa pojecia bazy (cho¢ termin ,baza” trzeba tu rozu-
mie¢ szeroko). Szczegélne znaczenia maja tu ciagi podstawieniowe (dla ktoérych pojecie bazy
wciaz ma sens, cho¢ baza ta nie musi by¢ juz liczba catkowita). Nasze badania podzielone sa na
nastepujace zadania:

A. Badanie problemu rozpoznawalnosci automatycznosci ciagéw podstawieniowych (prob-
lem ten zostal postawiony niedawno przez Allouche’a, Dekkinga i Quefféllec).

B. Uogdlnienie twierdzenia Cobhama na przypadek S-adycznych uktadéw dynamicznych
skoniczonej rangi (zwhaszcza dla uktadow S-adycznych statej diugosci).

C. Badanie hipotezy Bella dotyczacej ciagéw o skoriczonym k-wymiarze.

D. Uogélnienie wersji twierdzenia Cobhama dla ciagéw k-regularnych na przypadek uogol-
nionych ciaggoéw k-regularnych.

Mamy nadzieje, ze nasze badania pozwola na odkrycie nowych zwiazkéw pomiedzy réznymi
obiektami zdefiniowanymi w czysto arytmetycznych i dynamicznych kontekstach. Liczymy w
szczegbdlnosei na to, ze uda nam sie podkresli¢ wzajemne relacje pomiedzy dynamika S-adyczna
a pojeciami automatycznodci i regularnodci.



