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Arytmetyka réwnan rézniczkowych

Masha Vlasenko

Tematem laczacym rézne kierunki w projekcie jest pojecie okresu, czyli méwiac nieprecyzyjnie stalej
matematycznej opisanej w terminach geometrycznych. Na przyklad, liczba m = 3.1415... jest okresem,
gdyz opisuje zwiazek pola powierzchni kota z jego promieniem. Z kolei liczba e = 2.71828..., czesto
definiowana za pomoca wtasnosci funkcji wyktadniczej, najprawdopodobniej nie jest okresem, chociaz
dowdd tego jest poza zasiegiem metod dzisiejszej matematyki.

Mowiac Scislej, okresy sa objetosciami obszaréw w przestrzeni euklidesowej opisanych wielomianowy-
mi nieréwnosciami o wymiernych wspétczynnikach. Bardziej egzotyczne przyklady okreséw to calkowite
wartosci funkcji dzeta, zdefiniowane jako nieskonczone szeregi
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cho¢ nie jest to jasne na podstawie powyzszej definicji. Euler udowodnil, ze wartosci ¢(2k) sa wymiernymi
wielokrotnoéciami 72¥, jednak niewiele wiadomo o wartoéciach funkcji dzeta dla k nieparzystego. W
1978 roku Roger Apéry udowodnil, ze ((3) jest liczba niewymierna, nadal natomiast nie wiemy czy ¢(5)
jest wymierna. (Najprawdopodobniej nie ma nietrywialnych algebraicznych zaleznosci pomiedzy ((k) dla
k nieparzystego oraz m.) Analogiczny wynik dla p-adycznych statych (,(3) jest znany tylko dla liczb
pierwszych p = 2 oraz 3, co pokazuje potrzebe rozwijania p-adycznych technik w teorii okresow.
Funkcje-okresy (ang. period functions) sa rodzinami okreséw zalezacymi od jednego lub wielu parame-
tréw. Spelniaja one rownania rézniczkowe zwane geometrycznymi lub typu Picarda—Fuchsa, ktére biorg
sie z konstrukcji zwanej koneksja Gaussa—Manina, nalezacej do geometrii algebraicznej. Przyktadowo,

calka eliptyczna
o0 dx
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jest funkcja-okresem zwigzang z rodzing Legendre’a krzywych eliptycznych y? = z(z — 1)(x — t).

Jednym z gléwnych celéw projektu jest badanie klasy okreséw (tzw. stalych Frobeniusa), pojawia-
jacych sie jako wspdélezynniki macierzowe reprezentacji monodromii zwigzanych z geometrycznymi réw-
naniami rézniczkowymi. Pracujemy nad teoria dajaca niemal ,kanoniczny” sposéb wyrazenia statych
Frobeniusa w postaci catkowej. Mowiac $cislej, sa one okresami szczegdlnego rodzaju: tzw. catkami itero-
wanymi. Pojecie to gra szczegdlna role w teorii reprezentacji topologicznej grupy podstawowej kilkukrotnie
naklutej plaszczyzny zespolonej.

Jednoczesnie badamy p-adyczne wlasnoéci funkcji-okreséw, rozwijajac nowe p-adyczne metody w ba-
daniu okreséw. Geometryczne réwnania rézniczkowe maja silng wlasnos$é, zwana strukturg Frobeniusa,
z ktérej czesto biora sie ciekawe state p-adyczne. Niedawne eksperymenty numeryczne sugeruja pewne
jednostajne zachowanie tych stalych podczas gdy liczba pierwsza p ulega zmianie.

Niniejszy projekt wnosi kilka nowych idei do badania okreséw. Poprzez ich rozwiniecie, mamy nadzieje
pchnaé do przodu ten dzial badan. Laczymy kilka klasycznych tematéw, motywowanych przez geometrie
arytmetyczna i topologie algebraiczna, z zaskakujacymi przykladami arytmetycznymi pojawiajacymi sie
w literaturze z ostatnich lat. Oczekujemy zatem, ze nasze badania beda mialy szerokie zastosowania w
teorii liczb i kombinatoryce.




