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Rozniczkowe Nierownosci Harnacka - Nieliniowe 1 Nielokalne

Streszczenie Popularnonaukowe

Od czas6w rewolucji newtonowskiej XVII wieku naukowy opis otaczajacego nas §wiata fizycznego ujety jest
w jezyku matematyki. W trakcie nastepnych trzech stuleci ugruntowat sie poglad, wedlug ktérego podstawowe
zalezno$ci w przyrodzie przyjmuja postaé relacji pomiedzy tempem zmian elementarnych wielkosci takich jak en-
ergia, predkosé, gestosé czy tadunek. Roéwnania tego typu naleza do dziedziny réwnan rézniczkowych. Nierzadko
wyprowadzenie rownania rozniczkowego dla jakiego$ procesu fizycznego nie stanowi wiekszego problemu. Jezeli
rownanie przyjmuje szczegblnie prosta postaé jest nawet nadzieja na jawne wyznaczenie rozwiazania. Czes-
ciej, niestety, opis przyrody wymaga wyjatkowo trudnych nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych.
Roéwnanie pola grawitacyjnego Einsteina czy réwnanie Naviera-Stokesa mechaniki ptynéw to tylko dwa stynne
przyktady réwnan tego typu, ktore wciaz stabo rozumiemy.

W tym projekcie skupimy sie na waznej klasie rownan parabolicznych, ktore znajduja zastosowanie w wielu
obszarach badan m.in. przeplywu ciepta, mechaniki cieczy, reakcji chemicznych, dynamiki populacyjnej, sieci
spotecznos$ciowych czy rynkéw finansowych. W ogdlnosci, proby rozwiazania réwnan tego typu sa skazane na
porazke. Niemniej, w ciagu wielu dekad intensywnej pracy analitycznej matematycy nauczyli sie analizowaé
mozliwe rozwigzania bez potrzeby ich jawnego wskazania. JesteSmy w stanie powiedzie¢ czy rozwiazanie ist-
nieje, czy nie, czy jest jedno, czy tez jest ich wiele, czy sa ciggle i gladkie, czy tez nieregularne i maja skoki, czy
istnieja przez wieczno$é, czy tez w pewnym momencie znikaja lub koriczg istnienie spektrakularnym wybuchem.

Posrod najbardziej przydatnych i poszukiwanych narzedzi analitycznych sa tak zwane rézniczkowe nieréwnosci
Harnacka, ktére pozwalaja na poréwnanie wartosci rozwiazania w dwoch réznych miejscach i w innych mo-
mentach. Gdy juz dysponujemy taka informacja mozemy wnioskowaé¢ o wielu dalszych wlasciwosciach réw-
nania, w tym o tworzacych sie osobliwosciach czy maksymalnym czasie istnienia rozwiazan. Gléwnym celem
badan jest wyprowadzenie nowych, ostrych rézniczkowych nier6wnosci Harnacka dla waznej grupy nieliniowych i
nielokalnych réwnan parabolicznych, w szczeg6lnosci dla réwnania Fujity i utamkowych réwnan ciepta. Nastep-
nie postuzymy sie¢ tymi oszacowaniami w celu uzyskania nowych rezultatéw dla problemoéw otwartych w teorii
istnienia i regularnosci rozwiazan pétliniowego potoku ciepta. Zbadamy réwniez intrygujace powiazania miedzy
rézniczkowymi nieréwnosciami Harnacka, teoria transportu optymalnego i wywodzacym sie z termodynamiki
pojeciem entropii.

W ciggu ostatnich dwudziestu lat teoria transportu optymalnego pozwolita na glebsze zrozumienie szeregu
fundamentalnych modeli fizyki matematycznej. Teoria potokéw gradientowych wzgledem metryki Wassersteina
zainicjowana przez Jordana, Kinderlehrera i Otto data nowy matematyczny wglad w intuicyjnie zasadne przeko-
nanie, ze ewolucja ukltadoéw fizycznych ma tendencje do optymalizowania szczegolnych wielkosci o fizycznym
znaczeniu. Posrod rozmaitych wielkosci, ktore moga sie monotonicznie zmienia¢ wraz z ewolucja uktadu niek-
tore sa szczegbdlnie uzyteczne w matematycznej analizie rownania. Teoria transportu optymalnego pomaga
zindentyfikowa¢ obiecujace obiekty, a te z kolei okazuja sie by¢ powiazane z ideg entropii.

Pojecie entropii jest niezwykle uzyteczne w badaniach nad réwnaniami modelujacymi przepltyw ciepta. W
stynnej pracy o regularnosci rozwiazan rownai parabolicznych z 1958 roku John F. Nash postuzyt sie obiektem
zwiazanym z rozwiazaniem, ktory przywodzi na mysl znang z mechaniki statystycznej entropie Gibbsa. Nie
tak dawno Grigorij Perelman postuzyl sie termodynamicznym rozumowaniem w celu wskazania funkcjonatu
entropii zwigzanego z potokiem Ricciego, przetamujac impas w pracach nad Hipoteza Poincaré. Pomimo tego,
ze pojecie entropii odegrato kluczowsa role w tych waznych dokonaniach pozostaje ono tajemnicze, a dla wielu
rownan nie ma jasnosci jak wskaza¢ "wlasciwa" definicje.

Widoczne powigzania pomiedzy rézniczkowymi nieré6wnosciami Harnacka, transportem optymalnym i en-
tropig mozna dostrzec dla dwoch kanonicznych modeli przeptywu ciepta: liniowego réwnania ciepta i rownania
o$rodkéw porowatych. Stosowne oszacowania sg znane jako nieréwnosci Li-Yau i Aronsona-Bénilana. Wiadomo
tez, ze sa ostre tj.najlepsze mozliwe. Dla innych podstawowych réwnan takich jak np.réwnanie Fujity albo
ulamkowe rownanie ciepla nie jest jasne jak zdefiniowaé¢ adekwatny funkcjonatl entropii. W tym projekcie wyko-
rzystamy fakt, ze oszacowania Li-Yau i Aronsona-Bénilana sa spelnione jako réwnosci dla bardzo szczegdlnych
rodzin rozwigzan, ktore posiadaja swoje analogi dla klas rownan polliniowych i nielokalnych. Zbadamy w
jaki sposob charakterystyczne dla tych rownan symetrie skalowania wsparte metodami energetycznymi moga,
dostarczyé cennych wskazéwek w drodze do uchwycenia wtasciwej postaci rézniczkowych nieréwnosci Harnacka.



