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Na co dzien zapisujemy i wykonujemy dziatania na liczbach uzywajac dziesietnego systemu
pozycyjnego. Mozna jednak przedstawia¢ liczby naturalne w systemach pozycyjnych o dowol-
nej podstawie b > 2. W naszym projekcie skupimy sie na badaniu pewnych interesujacych
wlasnosci takiego zapisu. Rozwazane problemy leza na przecieciu teorii liczb, kombinatoryki
oraz informatyki teoretycznej. Projekt sktada sie z dwoch blisko powiazanych ze soba czesci:

A Wystapienia wartosci specjalnych funkcji blokowo addytywnych w klasach reszt.

B Wariacje na temat hipotezy Cusicka.

Pierwszy temat nawigzuje do wyniku uzyskanego przez Gelfonda w 1968 roku. Rozwazal
on funkcje s, zliczajaca sume cyfr w zapisie liczb naturalnych w zapisie pozycyjnym przy pod-
stawie b. Udowodnit, ze jesli liczby b — 1,m sa wzglednie pierwsze, to wartosci funkcji s,
obliczone dla kolejnych wyrazéow w dowolnym ciagu arytmetycznym (kn + a),>o daja z jed-
nakowg czestotliwoscia reszty 0,1, ..., m — 1 przy dzieleniu przez m. Twierdzenie Gelfonda nie
mowi jednak jak dlugo nalezy czekaé na pojawienie sie wybranej reszty. Problem ten zostat
podjety przez Morgenbessera, Shallita i Stolla, ktorzy uzyskali satysfakcjonujace rozwiazanie
dla sytuacji b = 2,a = 0, m = 2, to znaczy parzystosci sumy cyfr w binarnym przedstawieniu
liczby kn. Taki dob6r parametrow nie jest przypadkowy poniewaz wowczas rozwazana wartosé
so(kn) mod 2 jest rowna kn-temu wyrazowi stynnego ciagu Thuego—Morse’a. Morgenbesser,
Shallit i Stoll uzyskali optymalne ograniczenie gérne zalezne jedynie od k na minimalng liczbe
n, dla ktorej wartosé¢ sq(kn) jest nieparzysta. Otrzymali takze stabsze ograniczenie w og6lnym
przypadku. Celem naszych badan bedzie rozszerzenie tych wynikéw na inne specjalne funkcje
blokowo addytywne, charakteryzujace zapis pozycyjny liczb naturalnych. Przede wszystkim,
chcemy rozwazy¢ analogiczny problem powstaly przez zastapienie sumy cyfr funkcjg zliczajaca
wystapienia ustalonego bloku kolejnych cyfr w zapisie pozycyjnym n. W szczegélnoscei, dla
bloku cyfr binarnych 11 otrzymujemy inny dobrze znany ciag, zwany ciagiem Rudina—Shapiro.
Eksperymentalne obliczenia sugeruja, ze mozemy spodziewaé sie rezultatow podobnego typu,
jak te otrzymane przez Morgenbessera, Shallita i Stolla. Ponadto planujemy wzmocni¢ ich
wynik dla sumy cyfr s, w ogolnej sytuacji.

Druga cze$¢ projektu poswiecona jest wariacjom na temat hipotezy postawionej przez Cu-
sicka w 2012. Mowi ona, ze dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej ¢ suma cyfr w zapisie
binarnym liczby n + t jest w ponad potowie przypadkow (liczonych ze wzgledu na n) wiek-
sza lub réwna sumie cyfr n. Cho¢ istnieje prosty sposodb na rozstrzygniecie prawdziwosci
hipotezy dla dowolnej konkretnej wartosci ¢, dotychczas nie udalo sie rozwiazaé jej w pelnej
ogblnodci. Znane sa jedynie czeSciowe wyniki, uzyskane w pracach Drmoty, Kauersa, Spiegel-
hofera, Emme, Huberta, Stolla, Wallnera i innych. Gt6wnym celem tej czesci naszego projektu
bedzie badanie probleméw analogicznych do hipotezy Cusicka, gdzie zamiast sumy cyfr w za-
pisie binarnym wystepuja inne interesujace funkcje (w tym blokowo addytywne). Miedzy in-
nymi, oryginalna hipoteza moze by¢ traktowana jako stwierdzenie dotyczace roznicy skoniczonej
So(n+1t) — so(n). Planujemy zbada¢ jego naturalne uogélnienie na roznice skonczone wyzszych
rzedow. W szczegoblnosci, wstepne obliczenia sugeruja, ze stwierdzenie odpowiadajace hipotezie
Cusicka dla roznicy drugiego rzedu so(n + 2t) — 2s9(n + t) + so(n) powinno byé prawdziwe dla
wszystkich ¢. Oprocz tego, podobnie jak w pierwszym temacie, zamierzamy rozwazy¢ problem
powstaly poprzez zastapienie funkcji s, przez funkcje zliczajace bloki. Jeszcze inng mody-
fikacja hipotezy Cusicka, ktéra jestesmy zainteresowani, jest pytanie jak czesto spelnione sa
jednoczesnie obie nieréwnosci sqo(n + t) > sa(n) oraz so(n +t) > sa(n + 2t), zadane przez
Spiegelhofera i Stolla.



