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Punktem wyjsécia moich badan sa obiekty geometryczne nazywane rozmaitoSciami — krzy-
we, powierzchnie i obiekty wyzszych wymiarow. Za przyktady interesujacych (dla matematyka)
2-wymiarowych rozmaitosci moga stuzy¢ sfera, torus (powierzchnia detki rowerowej) i wstega
Mobiusa. Jednym z podstawowych problemoéw w tej dziedzinie jest badanie rozmaitosci o opty-
malnym (w jakims$ sensie) ksztalttach.

Legenda o powstaniu Kartaginy sugeruje, ze zagadnienia tego typu byty badane juz w staro-
zytnosci. Wedtug tej historii, zalozycielka tego miasta, Dydona, mogta na jego potrzeby zajac
tyle ziemi, ile zdota otoczy¢ paskiem ze skéry wotu. Zdecydowata sie na kolisty ksztalt miasta,
w ten sposob rozwigzujac problem izoperymetryczny (znalezienia figury o zadanym obwodzie
i maksymalnym polu).

By¢ moze najbardziej znanym przyktadem optymalizacji geometrycznej jest klasyczny pro-
blem Plateau. Majac zadang zamknieta krzywa K, rozwazamy wszystkie powierzchnie D, dla
ktorych K jest brzegiem; wsrod nich szukamy D o najmniejszym mozliwym polu powierzchni.
Powierzchnie minimalne, o ktérych tu mowa, mozna zaobserwowaé na co dzien, choc¢by jako
btony mydlane; w tym celu wystarczy zanurzy¢ w mydlinach kontur z drutu (peiacy role K).

Mozna by sie spodziewac, ze powierzchnie minimalizujace pole beda gtadkie (ten dosé tech-
niczny termin znaczy w przyblizeniu tyle co bez kantow). I rzeczywiscie, sa one w wiekszej czesci
gtadkie, ale jesli krzywa K jest dostatecznie skomplikowana, rozne czesci powierzchni mogg sie
przecina¢ wdtuz osobliwych tukéw i wierzchotkow. Dokladniej, trzy ptaty powierzchni moga
tworzy¢ ksztalt litery Y (jak strony w ksiazce), a sze$¢ ptatow moze sie spotka¢ w ksztalt na
planie czworoscianu foremnego. Co ciekawe, sa to jedyne mozliwe konfiguracje; ilustracje bton
mydlanych z takimi osobliwo$ciami tatwo znalezé w internecie.

Powyzszy fenomen wystepowania punktéow osobliwych, tworzacych podzbiér nizszego wy-
miaru, nazywa sie czeSciowq regularnoscig. Choé wydaje sie paradoksalny, w optymalizacji
geometrycznej jest on calkiem powszechny. Innym przyktadem sa przeksztatcenia harmoniczne,
ktore stanowiag gtowny temat mojego projektu; sa to przeksztatcenia miedzy dwiema ustalony-
mi rozmaitosciami minimalizujace tak zwana energie Dirichleta. Okazuje sie, ze maja one duzo
cech wspolnych z powierzchniami minimalnymi. Moja praca skupia sie na lepszym zrozumieniu
ich osobliwosci — jak duzo ich jest, jak wygladaja w matej skali i kiedy mozna by¢ pewnym, ze
osobliwosci nie ma wcale.

Do szukania i badania optymalnych obiektéw czesto wykorzystuje sie potoki geometryczne.
Na przyktad: aby znalez¢ najkrotsza droge na szczyt gory, najlepiej (cho¢ nie zawsze najbez-
pieczniej) jest podazaé¢ caly czas w kierunku, w ktorym teren jest najbardziej stromy; nazywa
sie to potokiem gradientowym. Dla powierzchni minimalnych odpowiednikiem jest potok sred-
niokrzywiznowy — wygina on zadana powierzchnie, by w jak najkrotszym czasie zmniejszy¢ jej
pole, a ostatecznie zdeformowa¢ do powierzchni minimalnej. Innym znanym przyktadem jest
potok Ricciego, dzieki ktoremu Grigorij Perelman udowodnit hipoteze Poincarégo.

W mojej pracy planuje bada¢ jednorodny potok przeksztatcen harmonicznych; rézni sie on
od klasycznego niejednorodnego potoku, badanego dotychczas przez wielu autorow. Daje za to
nowg nadzieje na rozwigzanie pewnych wieloletnich probleméw otwartych dotyczacych prze-
ksztatcern harmonicznych.



