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Wrzucajac kamien do jeziora w bezwietrzny dzieni mozemy zauwazy¢, ze powstate zmarszczki
rozchodzg sie, stabnac, i po pewnym czasie tafla z powrotem staje sie gltadka. Przeciwng sytuacje
zaobserwujemy wrzucajac kamien do wiaderka. Wéwczas powstate zaburzenia odbijaja si¢ od Scianek
i naktadaja na siebie w skomplikowany sposéb przez dtuzszy czas. Jest to jeden z przyktadéw na to,
jak odmienna moze by¢ dynamika ukladéw otwartych (powyzsze jezioro) od ograniczonych (wiadro).
W przypadku pierwszych z nich, zaburzenia moga swobodnie sie rozproszy¢ a uktad wréci¢ do stanu
poczatkowego, w drugich zas brak jest takiej drogi ucieczki. Mozna sie zatem domyéli¢, ze opis
zachowania sie uktadéw ograniczonych jest trudniejszy.

Konkretnym przyktadem wigkszej ztozonosci probleméw ograniczonych przestrzennie jest kwe-
stia stabilnosci czasoprzestrzeni anty—de Sittera (AdS) — jeden z najwazniejszych nierozwiazanych
probleméw matematycznej Ogélnej Teorii Wzglednosci. Czasoprzestrzen AdS nalezy, wraz z czaso-
przestrzenia Minkowskiego oraz czasoprzestrzenia de Sittera, do waznej klasy najprostszych rozwia-
zan réwnan Einsteina, lecz znaczaco sie rézni od pozostalych przez posiadanie osiggalnego brzegu.
Promien $wiatta moze do niego dolecie¢ w skonczonym czasie, po czym sie odbi¢ i wrécié¢ do nadawcy,
co jest niemozliwe w przypadku dwéch pozostalych, gdzie taki promien bedzie uciekal w nieskon-
czono$¢. Pytanie o stabilno$¢ czasoprzestrzeni opiera sie na rozwazaniach, czy niewielkie zaburzenia
ulegna rozproszeniu, czy tez mozliwe jest ze si¢ spoteguja i nalozg na przyktad powodujac powstanie
czarnej dziury. Dla czasoprzestrzeni Minkowskiego i de Sittera wiemy, ze ta druga sytuacja jest nie-
mozliwa — istnieja Sciste dowody ich stabilnoéci. W przypadku AdS wiekszosé rezultatéw stanowia
jedynie numeryczne sugestie niestabilnosci.

Poniewaz ogélny problem wydaje sie by¢ bardzo trudny, korzystne moze by¢ wpierw rozpatrzenie
jego prostszych przyblizen. Takim przyblizeniem jest réwnanie Schrodingera z potencjalem harmo-
nicznym (ktory dziala tutaj niczym Sciany opisywanego wezedniej wiadra) oraz cztonem opisujacym
niutonowskie przyciaganie, nazywamy je réwnaniem Schrodingera-Newtona-Hooke’a (SNH). Na ta-
kie rownanie mozna sie napotkaé¢ w opisie réznych uktadéow kwantowych, jednakze wéwczas rozwa-
zania ograniczaja sie do co najwyzej trzech wymiaréw. Powyzszy rezultat daje nam zas motywacje
do przyjrzenia si¢ réwnaniu SNH w wyzszych wymiarach (problem stabilnosci czasoprzestrzeni AdS
wymaga rozstrzygniecia w dowolnej liczbie wymiaréow, miedzy innymi w zwiazku z motywacjami
plynacymi z bardzo popularnej korespondencji AdS/CFT).

Okazuje sie, ze w wyzszych wymiarach wlasnosci rozwigzan réwnania SNH staja sie zupelnie
inne. Co wiecej, nie jest to odosobniony przypadek, lecz szersza klasa rownan Schrodingera z po-
tencjalami putapkujacymi i pewnymi cztonami nielinowymi dzieli to zachowanie w tak zwanych
wymiarach nadkrytycznych. Zjawiska o ktérych tu mowa to miedzy innymi zanik jednoznaczno$ci
rozwiazan (to znaczy pojawienie sie wielu rozwiazan o tej samej energii) czy wzrost stabilnosci w
wyzszych wymiarach.

Niniejszy projekt ma na celu badania rozwigzan pewnych réwnan Schrédingera z potencjatem
oraz nielinowoscia przy uzyciu narzedzi numerycznych i analitycznych. W szczegdlnosci zamierzam
znalezé Sciste odpowiedzi na kwestie istnienia, jednoznacznosci i stabilnosci rozwiazan w dwoch
prototypowych przypadkach (jednym z nich jest wlasnie SNH). Postaram sie tez mozliwie szeroko
nakresli¢ klase problemdéw zachowujacych sie w podobny sposéb. Obecny brak wynikéw na tym polu
mozna thumaczy¢ nie tylko dotychczasowym brakiem motywacji fizycznej, lecz takze brakiem odpo-
wiednich matematycznych narzedzi. Podobnego rodzaju problemy zwykle rozwiazuje si¢ korzystajac
z narzedzi analizy funkcjonalnej, ktore jednak przestaja dziatla¢ w wymiarach nadkrytycznych. W
zwigzku z tym przeprowadzane dowody beda korzysta¢ z kombinacji metod pochodzacych z teorii
rownan rozniczkowych czastkowych, réwnan rézniczkowych zwyczajnych oraz uktadéw dynamicz-
nych. Na kazdym etapie bede si¢ wspieral odpowiednimi obliczeniami numerycznymi pozwalajacymi
sprawniej formulowaé hipotezy oraz nakresla¢ kierunki prowadzenia rozumowan.

Uzyskane wyniki nie tylko wypelnig pewne braki w zrozumieniu nieliniowych réwnan Schrodingera.
Beda tez pierwszym krokiem w pelnym zrozumieniu dynamiki réwnania SNH, a by¢ moze kolejnym
kroczkiem ku wielkiemu celowi ktérym jest odpowiedz na pytanie o stabilnosé czasoprzestrzeni AdS.



