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Ulamkowe réwnanie ciepta na zbiorach ograniczonych

Klasyczne réwnanie przewodnictwa ciepta badane bylo juz na poczatku XIX wieku przez J. Fouriera.
Uzywajac m.in. szeregéw trygonometrycznych nazwanych potem jego nazwiskiem, opisat on jak zmienia sig¢
W czasie temperatura na precie przy zalozeniu pewnej temperatury poczatkowej, oraz zerowej temperatury
na zewnatrz preta.

Réwnie ciekawym matematycznie (i niewiele mniej zyciowym!) problemem jest badanie temperatury
na nieskoficzonym precie (prostej), ptaszczyZnie, lub nawet wielowymiarowej przestrzeni. Nie mamy tutaj
do czynienia z warunkami na zewnatrz, a jedynie z poczatkowa temperatura. Takie zagadnienie ma bardzo
eleganckie rozwiazanie: jest to catka po przestrzeni z temperatury poczatkowej pomnozonej przez jadro
ciepla, zwane réwniez jadrem Gaussa—Weierstrassa.

Jadro Gaussa—Weierstrassa ma niesamowite znaczenie w teorii procesOw stochastycznych — opisuje ono
polozenie w danym czasie czastki dyfundujacej zgodnie z ruchem Browna. Do tego modelu matematycz-
nego przyczynili si¢ na poczatku XX wieku m.in. FEinstein, Smoluchowski i Wiener. GdybySmy zatem
przyktadowo zatozyli, ze na poczatku cate ciepto jest skupione w jednym punkcie nieskoficzonego preta,
to rozwiazanie réwnania ciepla — temperatura, bylaby tym samym co rozktad potozenia w danym czasie
czastki, ktéra zaczyna ruch tam, gdzie znajdowato si¢ Zrédio ciepta. Jest to bodaj najbardziej podstawowy
most pomigdzy teorig réwnan rézniczkowych i teorig proceséw stochastycznych.

Nieco p6Zniej odkryto, ze réwnania rézniczkowe na obszarach, czyli na przyktad na skoficzonym precie,
ktéry badat Fourier, réwniez mozna rozwiazywac za pomoca procesow stochastycznych. Co wigcej, metody
probabilistyczne pozwalaja w bardzo tatwy sposéb uchwyci¢ niezerowe warunki na brzegu. Rozwiazanie
otrzymuje si¢ rozwazajac proces stochastyczny w momencie pierwszego wyjscia z rozwazanego obszaru —
dla ruchu Browna mozemy mysle¢ o miejscu pierwszego uderzenia czastki w brzeg zbioru. To daje nam pe-
wien rozktad prawdopodobienistwa, wzgledem ktérego nalezy scatkowaé warunek brzegowy, aby otrzymac
rozwiazanie. Zeby bada¢ w ten spos6b réwnanie ciepta, rozwazamy czasoprzestrzenny ruch Browna — two-
rzy si¢ go poprzez dodanie nowej wspétrzednej czasowej, po ktérej proces porusza si¢ ruchem jednostajnym
w dot.

W ciagu ostatnich kilkudziesigciu lat bardzo wzrosto zainteresowanie badaniem réwnan dyfuzji kierowa-
nych operatorami innymi niz laplasjan, lub ogdlniej, operatory rézniczkowe drugiego rzedu. Najbardziej
interesuje nas tutaj przyktad utamkowego laplasjanu — méwimy wéwczas o utamkowym réwnaniu ciepla.
Jest ono §cisle zwiazane z izotropowym procesem a-stabilnym. Jest to ruch losowy w pewnym sensie przy-
pominajacy ruch Browna z diametralna r6znica — czastka nie porusza si¢ po ciagtej trajektorii, lecz moze
wykonywac skoki.

Celem naszych badan bedzie precyzyjne opisanie rozwiazan utamkowego réwnania ciepta na zbiorach
otwartych, skonstruowanych za pomoca metod probabilistycznych, tzw. funkcji a-parabolicznych. Z racji
skokowego charakteru dyfuzji, wymagana jest zmiana podejScia do warunku brzegowego — tym razem bie-
rzemy pod uwage wszystkie informacje, ktére znajduja si¢ na zewnqtrz obszaru, nie tylko na jego brzegu.
Opracujemy postac jader catkowych, z ktérych mozna wytwarza¢ rozwiazania, ktére to rozwiazania sklasy-
fikujemy ze wzgledu na regularnos¢ przy brzegu zbioru.

Z racji istnienia wielu réznych definicji utamkowego operatora Laplace’a, bardzo istotna kwestia be-
dzie umieszczenie badain w mozliwie szerokim konteksScie tak, zeby ich wyniki byly uzyteczne réwniez
dla specjalistéw wywodzacych si¢ ze szkoty analitycznej. W tym celu przestudiujemy regularno$¢ naszych
rozwigzan wewnatrz rozwazanego zbioru tak, zeby umozliwi¢ operowanie najwigksza mozliwa liczba defi-
nicji. W tym procesie be¢dziemy musieli dobrze zrozumie¢ gtadkos¢ jadra ciepta Dirichleta dla utamkowego
laplasjanu, co samo w sobie jest ciekawym tematem badan.

Efektem naszej pracy bedzie lepsze zrozumienie struktury funkcji a-parabolicznych, w szczeg6lnosci
ich mozliwych osobliwosci przy brzegu. Ponadto, jak wiemy z réwnaf eliptycznych i klasycznych, wlasnosé
Sredniej jest silnym narzedziem w badaniu regularnosci funkcji a-parabolicznych i liczymy, ze bgdzie ona
uzyteczna dla naukowcéw ze Srodowiska réwnan rézniczkowych, oraz innych obszaréw matematyki.



