Nr rejestracyjny: 2019/35/N/ST1/02363; Kierownik projektu: mgr Klaudiusz Szczepan Czudek

Projekt jest podzielony na trzy czeéci. W pierwszej rozwazamy tak zwane twierdzenia graniczne dla procesow
losowych. Zeby to zilustrowaé, rozwazmy nastepujaca gre. Ustalmy ulubiong walute, np. dolary, i rzucajmy moneta.
Jesli wypadnie orzel, wygrywamy jednego dolara, natomiast jesli wypadnie reszka, przegrywamy. Oznaczmy przez
S, stan naszego konta po n rzutach. Intuicyjnie przeczuwamy, ze po duzej liczbie rzutéw nasz $redni zysk na
jeden rzut bedzie bliski zeru, tj. % ~ 0. Nazywa sie to mocnym prawem wielkich liczb. Jednakze, chcieliby$my
wiedzie¢ wiecej: jakie jest prawdopodobienstwo, ze nasz calkowity zysk S, lezy w pewnym przedziale [—m, m] dla
pewnej liczby m > 07 To prawdopodobienstwo moze by¢ przyblizone za pomoca tak zwanego rozkladu normalnego.
Nazywa sie to centralnym twierdzeniem granicznym. W konicu, jaki jest maksymalny i minimalny osiagany zysk,
kiedy liczba rzutéw wzrasta? Rzecz jasna, powinien on zalezeé od liczby rzutéw n oraz nie bedzie réwny po prostu
n, poniewaz nie jest rozsadne oczekiwaé, ze nie wypadnie ani jedna reszka. Mozna wykazaé, ze —C'o+/2nloglogn <
S, < Coy/2nloglogn prawie na pewno dla pewnego o > 0, kazdej liczby C' > 1 i dla dostatecznie duzych n.
To oszacowanie jest optymalne. To ostatnie twierdzenie nazywane jest prawem iterowanego logarytmu, z uwagi na
postaé tego dziwnego ciagu, zawierajacego iterowany logarytm loglogn.

W projekcie chcemy badaé gry zwiazane ze spacerami losowymi na odcinku. Wezmy dowolna funkcje ¢ na odcinku,
taka ze przy losowaniu punktu z przedzialu oczekiwana warto$é¢ funkcji ¢ w tym punkcie wynosi zero. Rozwazmy
pewna regule poruszania sie po przedziale. Na przyklad, wybierzmy pewien punkt z € (0,1). Jesli ten punkt lezy
na lewo od liczby 3/4, przesufimy sie do punktu, ktéry jest trzy czwarte blizej zera niz wyjéciowy punkt z. Jesli ten
punkt lezy po prawej od liczby 3/4, to przesunimy sie do punktu, ktéry jest dwukrotnie dalej od jedynki niz punkt
z. Ustalmy takze druga regule, ktéra bedzie symetryczna wzgledem pierwszej (w projekcie rozwazamy znacznie
bardziej skomplikowane reguly). Teraz ponownie rzucajmy moneta i poruszajmy sie wedlug pierwszej reguly, jesli
wypadnie reszka, i wedlug drugiej reguly, jesli wypadnie orzel. Taki proces nazywany jest spacerem losowym. Jako
rezultat otrzymujemy pewien losowy ciag (z1, 9, ...) punktéw przedziatu, ktére odwiedzaliémy. Nasz zysk dany
jest przez liczby S, = ¢(x1) + ¢(x2) + ... + ¢(z,). Pytanie, czy twierdzenia graniczne zachodza dla tego spaceru
losowego?

Druga cze$¢ projektu jest takze poswiecona spacerom losowym, tym razem na okregu. Ustalmy pewna liczba
a € [0,27), niewsp6lmierna z 7, i przyporzadkujmy kazdemu punktowi okregu pewna niesymetrycza monete, tj.
taka w ktorej prawdopodobienstwo wypadniecia orta nie jest rowne wypadnieciu reszki. To przyporzadkowanie nie
moze by¢ zupelnie dowolne. Prawdopodobienstwo wypadnigcia orta powinno zmieniaé¢ si¢ w sposob regularny w
zaleznosci od punktu (przynajmniej ciagly). Rozwazmy spacer losowy, w ktérym bedac w punkcie z na okregu,
bierzemy monete przyporzadkowana temu punktowi i przejdzmy do punktu oddalonego o o w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazéwek zegara, jesli wypadl orzel, i w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara, jesli wypadla
reszka. Ustalmy pewien tuk na okregu. Mozna zapytac, jakie jest prawdopodobienstwo, ze po n krokach znajdziemy
si¢ akurat w tym tuku. Pytanie brzmi, czy to prawdopodobienstwo stabilizuje sig, gdy liczba krokéw sie zwigksza.

Trzecia cze$é jest poswiecona teorii ergodycznej. Zeby ja zilustrowaé, wyobrazmy sobie szczelnie zamkniete pu-
detko z gazem, ktéry jest w jakis sposob mieszany. Gaz sklada si¢ z wielu malych czasteczek poruszajacych sie po
pudetku. Mozemy zatem ustali¢ pewna czastke i Sledzié¢ jej trajektorie. Jakie jest jej statystyczne zachowanie? Jak
duzo czasu spedza w ustalonym obszarze przestrzeni? W jaki sposéb ten czas zalezy od obszaru? Teoria ergodyczna
rozwaza tego typu pytania. W projekcie rozwazamy przyklady systeméw, w ktorych przestrzenia fazowsg jest okrag.
Warto zauwazy¢, ze okrag jest jednowymiarowym torusem, ktére to sa przestrzenia fazowa dla wielu zagadnien z
mechaniki nieba.



