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Dynamika nieprzemienna i C*-podalgebry Cartana: ich uogdlnienia,
wiasnosci i zastosowania

Badania i wyniki projektu lezg na przecieciu trzech réznych gatezi wspétczesnej matematyki:
teorii algebr operatorowych, ukfadéw dynamicznych i teorii operatoréw.

Teoria algebr operatorowych powstata wkrétce po tym jak mechanika kwantowa
zrewolucjonizowata $wiat fizyki, prawie 100 lat temu. John von Neumann pragngc ustanowic
odpowiednie ramy matematyczne dla nowej teorii fizykdw, zaczat studiowac algebry, ktore
obecnie nazywane sg algebrami von Neumanna (lub W* -algebrami). Krotko po tym lzrael
Gelfand i Mark Naimark rozpoczeli systematyczne badania ogdlniejszych struktur, tzw. C* -
algebr. Co wiecej, wykazali oni, ze kazda przemienna C*-algebra jest algebrg funkcji
liczbowych na pewnej konkretnej przestrzeni topologicznej. Zatem w przypadku
przemiennym mozna odtworzy¢ klasyczny swiat z przestrzenig posiadajgcg punkty. Natomiast
nieprzemienne C*-algebry stanowig elegancki opis ,przestrzeni nieprzemiennych” czy tez
,przestrzeni kwantowych”, w ktérych punktéw jako takich nie jestesmy w stanie ,,zobaczy¢” -
odtworzy¢. Dzieki pracy matematycznych gigantow XX wieku teoria algebr operatorowych
osiggneta postac szerszg i gtebszg niz ktokolwiek mdgt przewidzieé. Proponowany projekt ma
zas$ wnies¢ istotny wktad w zwigzki tej teorii z uktadami dynamicznymi i teorig operatorow.

Nieprzemiennos¢ dynamiki, pojawiajgcg sie w tytule projektu, mozna rozumieé dwojako.

Po pierwsze, z klasycznym uktadem dynamicznym, gdzie punkty ewoluujg w czasie, mozna
zwigzac¢ C*-algebre nieprzemienng — ,przestrzen kwantowg”, ktéra jest odpowiednikiem
przestrzeni orbit danego uktadu dynamicznego. Co wiece] stynne Twierdzenie Renault z 2008
r. mowi, ze znajgc wyjsciowg przestrzen oraz odpowiednia ,przestrzen kwantowag” mozna
odtworzy¢ uktad dynamiczny. Przy czym uktad dynamiczny jest tu rozumiany jako grupoid.
Renault nazwat inkluzje odpowiednich C*-algebr inkluzjami Cartana (na cze$é Elie Josepha
Cartana —francuskiego matematyka, ktéry zastuzyt sie waznymi wynikami z zakresu teorii grup
Liego, fizyki matematycznej, geometrii rozniczkowe] i ogdlnej teorii grup).

Po drugie, aby bada¢ ,Lkwantowe ukfady dynamiczne”, potrzebujemy aparatu
matematycznego do opisu dynamiki na nieprzemiennych C*-algebrach. W projekcie badamy
wiasnie takie uktady, gdzie dynamika jest modelowana przez zaawansowany aparat wigzek
Fella nad grupoidami oraz potgrupami inwersyjnymi. Jednym z gtéwnych celéw projektu jest
uogélnienie Twierdzenia Renault na przypadek kwantowy, tzn. znalezienie warunkéw na to,
kiedy z inkluzji jednej C*-algebry w drugiej C*-algebrze mozemy odtworzy¢ wigzke Fella. Co
wiecej chcemy opisa¢ wilasnosci wiekszej C*-algebry (modelujgcej przestrzen orbit
kwantowego uktadu dynamicznego) za pomoca dynamiki — wigzki Fella. Interesuje nas przede
wszystkim opis ideatéw tej C*-algebry oraz kryteria czystej nieskoriczonosci, nuklearnosci czy
tak zwana witasnos¢ Haagerupa. Opracowane narzedzia planujemy takze wykorzystaé¢ do
analizy widma pojedynczych operatoréw dziatajgcych na przestrzeniach Hilberta oraz na
przestrzeniach Banacha typu Lp.



