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“Kombinatoryka oraz Geometria Matroidéow i Wielo$ciané6w”

Matroidy i wielosciany kratowe sa podstawowymi strukturami w optymalizacji kombinatorycznej oraz
kombinatorycznej geometrii algebraicznej. Sa zatem czescig matematyki w ktorej interakcja algebry i
geometrii algebraicznej z kombinatoryka jest szczegoélnie silna i istotna. Ten obszar badan jest obecnie
bardzo aktywny i nasz projekt sie w niego wpisuje. Wyrézniamy sze$é¢ grup tematéw badawczych.

Ideal toryczny matroidu. Rozmaitosci toryczne sa klasa rozmaitosci algebraicznych, ktéra z jednej
strony zawiera wiele rozmaitosci znanych z zastosowan, a z drugiej strony jest bardziej podatna na techniki
kombinatoryczne. Istotnie, geometria rozmaitosci torycznej jest w pelni zdeterminowana przez kombina-
toryke zwiazanego z nig wachlarza. Kiedy rozmaito$é¢ algebraiczna konstruuje sie przy uzyciu wylacznie
danych kombinatorycznych, oczekuje sie réwniez kombinatorycznego opisu jej réwnan definiujacych oraz
innych struktur algebraicznych. Préba osiagniecia tego opisu czesto prowadzi do zaskakujaco gtebokich
pytan kombinatorycznych. Dobrym przyktadem jest hipoteza White’a o ideale torycznym matroidu. Za-
swiadcza ona, ze ideal toryczny matroidu generowany jest przez kwadratowe dwumiany odpowiadajace
symetrycznym wymianom. Hipoteza White’a opiera sie licznym probom rozstrzygniecia od 1980. Naszym
ostatecznym celem jest rozstrzygniecie hipotezy White’a, jak rowniez silniejszych pytan Herzoga i Hibiego
dotyczacych wtasnosci Koszula oraz istnienia kwadratowej bazy Grobnera. Bedziemy badali wtasciwosci
rezolwenty ideatu, a w szczegblnosci analizowali wlasnosci tabeli Bettiego.

Wtlasnos$ci wymiany baz matroidu. Ta czesé projektu bada najbardziej podstawowa idee teorii
matroidow, a mianowicie wlasno$ci wymiany baz. Co zaskakujace, nie sg one jeszcze w pelni zrozumiane.
Grafy baz matroidow, czyli grafy zawierajace informacje o wymianie pojedynczego elementu pomiedzy
bazami, zostaly intensywnie zbadane w latach 1960-tych i 1970-tych. Sa do$é¢ dobrze opisane, np. ich
lokalna charakteryzacja jest znana. Jednak wiele podstawowych pytan (takich jak spdjnosé, srednica)
na temat ich naturalnych podgraféow pozostaje w pelni otwartych. Scisle pozwiazana jest hipoteza o
cyklicznym uporzadkowaniu, ktéra przedstawia odpowiedni warunek konieczny i wystarczajacy.

Wieloscian baz matroidu. Istnieje dobrze zrozumiana hierarchia wtasnosci wypuktych wielogcianow
kratowych, ktére maja wplyw na odpowiadajace rozmaitosci toryczne. Na przyklad, jesli wielo$cian
ma regularng unimodularng kwadratowa triangulacje, woéwczas jego ideal toryczny ma kwadratowa baze
Grobnera. Istnienie takiej triangulacji jest najsilniejszg wtasnoscia w tej hierarchii. Jest to problem
otwarty dla wieloscianu baz matroidu, o ktérym wiadomo, ze posiada najstabszg wlasno$é w hierarchii
— normalnosé. Niedawno udowodniono, ze wielo$ciany baz matroidéw maja nieco silniejszg wlasciwosé —
catkowita wtasno$é Carathéodoriego, jak przypuszczal Cunningham. Naszym celem jest odkry¢ wlasnosci
kombinatoryczne klasy wieloscianéw baz matroidéw i ich podklas.

(1, —1)-wielo$ciany zwigzane z obiektami kombinatorycznymi. Dobrze ugruntowanym tematem
w kombinatoryce algebraicznej jest badanie obiektu kombinatorycznego za pomoca powiazanego z nim
wielo$cianu kratowego i dalej poprzez odpowiadajaca rozmaitos¢ toryczna. Dokladnie tak samo jak dla
matroidu badamy wielo$cian baz matroidu. W wiekszosci przypadkéw takie wielosciany sa podzbiorami
kostki, w szczegélnosdci nie posiadaja punktow wewnetrznych. Chcemy wyjsé poza te konstrukcje, za-
stepujac dotychczas uzywane funkcje charakterystyczne funkcjami charakterystycznymi ze znakiem. W
rezultacie otrzymamy wieloScian z punktem zerowym we wnetrzu. Zatem, oprocz wszystkich klasycznych
pytan, przestudiujemy kiedy otrzymujemy wieloscian refleksyjny i jakie sa jego wlasnosci.

Wzajemnos$é dla matroidéw. Wielomian chromatyczny grafu jest podstawowym niezmiennikiem
algebraicznym. Kiedy ewaluujemy go w —1, otrzymujemy liczbe acyklicznych orientacji grafu. Jest to
przyktad ‘twierdzenia o wzajemnosci’. Naszym celem jest znalezienie takiego twierdzenia dla matroidow.

Prawie pokrycia. W wielu geometriach punkt-linia (punkt-powierzchnia), aby pokryé¢ wszystkie
punkty oprécz jednego, potrzeba wiecej linii niz do pokrycia wszystkich punktéw. Jednym z przyktadow
tego zjawiska jest gdy chcemy pokryé za pomoca afinicznych hiperptaszczyzn wszystkie wierzchotki poza
jednym kostki n-wymiarowej — prawie pokrycie. Twierdzenie Alona i Fiirediego gwarantuje, ze w tym
przypadku potrzebne jest n hiperplaszczyzn. Natomiast wszystkie wierzchotki mozna pokryé zaledwie 2
hiperptaszczyznami. Dowody tego rodzaju wynikéw prawie zawsze wymagaja narzedzi algebraicznych,
takich jak Combinatorial Nullstellensatz Alona. Jedna z wersji problemu badanego w projekcie sa prawie
k-pokrycia kostki n-wymiarowej, ale bedziemy réwniez szukaé¢ nowych przykladéw.



