
Rangi tensorowe i wªasno±¢ addytywno±ci rangi

Niniejszy projekt dotyczy bada« nad tensorami. Tensor to wielowymiarowa tablica. Bardziej

formalnie tensor d-kierunkowy lub tensor rz¦du d, to element iloczynu tensorowego d przestrzeni

wektorowych. Mo»na o nim my±le¢ jak o punkcie z d-wymiarowej przestrzeni. Tensor rz¦du 1 to

wektor, tensor rz¦du 2 to macierz (tabela z liczbami). Przykªadem tensora trzeciego rz¦du jest kostka

Rubika, gdzie w ka»dej maªej kostce (oraz w ±rodku kostki Rubika) jest liczba. Dla uªatwienia nie

b¦dziemy si¦ skupia¢ na wy»szych rz¦dach.

W 1927 Hitchcock zaproponowaª pomysª poliadycznej formy tensora, t.j. wyra»enie tensora jako

sum¦ sko«czonej liczby tensorów prostych. Tensor prosty (d-kierunkowy) to iloczyn tensorowy d
wektorów.

Ranga tensora p to minimalna liczba R(p) tensorów prostych taka, »e p mo»na zapisa¢ jako ich

kombinacja liniowa. R(p) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p = 0. R(p) = 1, gdy p jest tensorem

prostym. Ogólnie, im wy»sza ranga, tym bardziej skomplikowany jest tensor.

De�nicja rangi tensorowej jest analogiczna do de�nicji rz¦du macierzy, ale wªasno±ci macierzy i

tensorów s¡ ró»ne. Na przykªad nie ma uniwersalnego algorytmu liczenia rangi tensorów.

Naszym gªównym zainteresowaniem jest addytywno±¢ rangi tensorowej. Je»eli mamy dane dwa

tensory w niezale»nych przestrzeniach wektorowych, czy zachodzi addytywno±¢ rangi, t.j. czy ranga

sumy tensorów jest równa sumie rang? Twierdz¡ca odpowied¹ na to pytanie byªa szeroko znana pod

nazw¡ hipoteza Strassena, a» do obalenia jej przez Y. Shitova w 2017.

Mówi¡c nieformalnie, wªasno±¢ mówi, »e maj¡c dwa niezale»ne tensory w ró»nych przestrzeniach

tensorowych, nie jest ªatwiej pracowa¢ z oboma naraz w tym samym czasie ni» po kolei. W przypadku

tensorów mno»enia macierzy wªasno±¢ mówi, »e nie ma szybszego sposobu pomno»enia dwóch par

macierzy ni» mno»y¢ je po jedna po drugiej. Niestety Shitov nie podaª jawnego kontrprzykªadu,

tylko wykazaª, »e taki istnieje.

Chcieliby±my scharakteryzowa¢ rodziny par tensorów z wªasno±ci¡ addytywno±ci rangi i znale¹¢

jawne przykªady par bez tej wªasno±ci. W zastosowaniach w innych naukach i technice cz¦sto

wystarczy zna¢ przybli»enie rangi tensora. Poj¦ciem, które okre±la ile co najmniej tensorów prostych

potrzebujemy, »eby dosta¢ idealne przybli»enie (tak dokªadne jak chcemy) jest brzegowa ranga

tensora. Mo»na te» szuka¢ najlepszego przybli»enia rangi tensora. Wªa±ciw¡ nazw¡ reprezentuj¡c¡

ten pomysª jest ranga brzegowa. Mo»emy zada¢ podobne pytania co dla rangi. Czy ranga brzegowa

jest addytywna? Ju» wiemy, »e nie w ka»dym przypadku. Nawet znamy przykªady, kiedy odpowied¹

jest negatywna, ale chcieliby±my znale¹¢ mniejszy przykªad.

Innym zadaniem jest sprawdzanie, czy tensor ma dan¡ rang¦. Nie mamy na to uniwersalnego

sposobu. Chcieliby±my znale¹¢ sposób, który byªby lepszy od dotychczasowych metod.
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