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Geometria algebraiczna to dzial matematyki stosujacy metody geometryczne w zagadnieniach algebra-
icznych i metody algebraiczne w problemach geometrii. Najwazniejszym obiektem badan w geometrii
algebraicznej jest rozmaitosé algebraiczna, czyli obiekt geometryczny opisany przy pomocy réwnan wielo-
mianowych. Jednym z najbardziej spektakularnych zastosowan geometrii algebraicznej jest dowoéd Wiel-
kiego Twierdzenia Fermata z 1637 roku méwiacego, ze dla n > 2 réwnanie

nie posiada rozwiazan w liczbach catkowitych niezerowych a, b, c. G. Frey zauwazyl, kongruencja
y? = z(x —a")(z +b") (mod p)

mialtaby nieoczekiwana liczbe rozwiazan, dla liczb a, b bedacych rozwiazaniem réwnia Fermata. Zbiér par
liczb zespolonych speliajacych réwnanie podobnej postaci

y? = z(z — a)(z — b)

nazywamy krzywg eliptyczng, po uzupelnieniu o “punkt w nieskonczonoéci” jest ona torusem. Istnienie
niezerowych rozwiazan réwnania Fermata powodowaloby, ze skojarzona z nim krzywa eliptyczna nie spel-
niataby hipotezy Taniyamy-Shimury-Weila. W 1993 roku A. Wiles dowiédt hipotezy Taniyamy-Shimury-
Weila i w ten sposéb réwniez Wielkiego T'wierdzenia Fermata.

Gtéwnym obiektem badan prezentowanego projektu sa wielowymiarowe odpowiedniki krzywych eliptycz-
nych zwane rozmaito$ciami Calabiego-Yau, czyli rozmaitoéci rzutowe wymiaru n > 1 posiadajace ze-
spolony element objetosci, ale nieposiadajace niezerowych holomorficznym k-form rézniczkowych, dla
0<k<n.

Zainteresowanie rozmaito$ciami Calabiego-Yau jest w znacznym stopniu motywowane zastosowaniami w
fizyce teoretycznej, a w szczegdlnodci tzw. teorii strun. Modelem teorii strun jest 10-wymiarowa rozma-
ito$¢ rzeczywista, ktéra nastepnie “kompaktyfikuje” sie do iloczynu M? x X “zwyklej” czasoprzestrzeni
Minkowskiego M* oraz rozmaitoéci X, ktéra jest rozmaitoécia Calabiego-Yau.

Wiele sposréd uzyskanych w teorii strun wynikow miato gltebokie konsekwencje matematyczne. Najstyn-
niejszg hipoteza matematyczna zainspirowang fizyka jest hipoteza symetrii lustrzanej, zgodnie z ktora
tréjwymiarowe rozmaitosci Calabiego-Yau powinny wystepowaé w parach zwiazanych zaleznoscia

RM(X) = hM2(Y) oraz RML(Y) = B2 (X),

gdzie h%J s jednymi z najwazniejszych niezmiennikéw liczbowych rozmaitosci algebraicznych, zwanymi
liczbami Hodge’a. Pomimo intensywnych badan w dalszym ciagu otwarte pozostaje wiele podstawowych
probleméw dotyczacych rozmaitosci Calabiego-Yau, w tym pytanie o ich klasyfikacje.

Istnieje wiele metod konstrukeji rozmaitoéci Calabiego-Yau. Najwiecej przyktadéw dostarcza konstrukcja
toryczna Batyreva i Borysova. W prezentowanym projekcie zamierzamy bada¢ dwie konstrukcje, ktore
mozna uznaé za bezposrednie uogdlnienie réwnania krzywej eliptycznej. Sa to tzw. podwdjne oktyki oraz
produkty witdkniste powierzchni eliptycznych. Konstrukcje te dostarczaja wielu przyktadow o interesu-
jacych wlasnoéciach arytmetycznych. Zamierzamy w szczegolnosci bada¢ “modyfikacje” tych konstrukcji
poprzez rozwazanie ilorazéw przez dziatania grup skonczonych. Jedna z najpowazniejszych trudnosci po-
jawiajacej sie przy badaniu ilorazéw jest wystepowanie osobliwoéci odpowiadajacych punktom o nietry-
wialnym stabilizatorze.

Zgodnie z twierdzeniem Hironaki o desyngularyzacji, kazda osobliwa rozmaitos¢ zespolona posiada rozwig-
zanie osobliwosci, czyli modyfikacje bez punktéw osobliwych. Rozwiazanie osobliwosci w wyniku ktérego
otrzymujemy rozmaito$é¢ Calabiego-Yau musi zachowywaé dywizor kanoniczny, czyli byé tzw. rozwigza-
niem krepantnym. Istnienie krepantnego rozwiazania zostalo doktadnie zbadane jedynie w przypadku
rozmaitosci wymiaru < 3. Do wyznaczania liczb Hodge’a konstruowanych rozmaitosci zamierzamy wyko-
rzystaé teorie kohomologii orbifoldowych Chena-Ruana.

Spodziewanym wynikiem realizacji prezentowanego projektu bedzie uzyskanie nowych przyktadéw rozma-
itosci Calabiego-Yau, ktore sa modularne to znaczy spelniaja odpowiednik hipotezy Taniyamy-Shimury-
Weila w wymiarze > 3.



