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Schematy Hilberta z wielogradacja

Jednym z podstawowych obiektow badanych w geometrii algebraicznej sa rzutowe rozmaitosci alge-
braiczne. Rzutowa przestrzen n-wymiarowa P" sklada si¢ z n+ 1-krotek liczb zespolonych, przy czym
dwie takie krotki (ag,...,a,) i (bo,...,bn) sa utozsamiane, jezeli istnieje niezerowa liczba zespolona
A taka, ze a; = Ab; dlai = 0,...,n. Skoniczony zbidr jednorodnych wielomianéw w n + 1-zmiennych
definiuje rzutowa podrozmaitos¢é P" - zbidr punktéw, w ktérych wszystkie te wielomiany si¢ zeruja.
Jednym z najprostszych przyktadéw jest skonczony zbiér punktéw P"*. Dla ustalonych liczb na-
turalnych n i r, istnieje schemat rzutowy (uogdlnienie rozmaitos$ci rzutowej) nazywany schematem
Hilberta 1 oznaczany Hilb;, ktéry parametryzuje wszystkie r-krotki punktéw P” i ich uogdlnienia
(nazywane zero-wymiarowymi podschematami dtugosci r), otrzymane przez rozpatrywanie punktow
z krotnoSciami. Oznacza to, ze punkty Hilb;_, odpowiadaja w naturalny sposéb zero-wymiarowym
podschematom P" dtugosci r. Niech S = Clxo, ...,x,| bedzie pierScieniem wielomianéw w n + 1-
zmiennych. Kazdemu obiektowi geometrycznemu - r-krotce punktéw, odpowiadaja obiekty alge-
braiczne - ideaty w pierScieniu wielomianéw S. Co wigcej, kazdemu obiektowi geometrycznemu R
mozna w jedyny sposob przypisac obiekt algebraiczny, ktory jest w pewnym sensie optymalny. Ten
ideal nazywamy ideatem nasyconym R.

Haiman and Sturmfels opisali schematy Hilberta z wielogradaja. Ich konstrukcja zawiera Hilb)
jako szczegdblny przypadek. Ten projekt dotyczy dwoch zagadnien zwigzanych ze schematami Hilberta
z wielogradacja. Pierwszy polega na badaniu pewnego szczeg6lnego przypadku, ktéry jest blisko
zwigzany z opisanym wyzej schematem Hilberta. Dla ustalonych liczb naturalnych r,n mozna rozpa-
trywac schemat Hilberta z wielogradacja H: ;’”. Jego punkty odpowiadaja pewnym idealom w S, ktére
opisuja zero-wymiarowe podschematy P" dtugosci r. Jednak, w odréznieniu od schematu Hilberta

Hilb; _,, schemat Hg””' parametryzuje nie obiekty geometryczne - podschematy P"* ale pewne ich

algebraiczne opisy - ideaty w S. Niektore punkty Hg;“ odpowiadaja ideatom nasyconym, tzn. kano-
nicznym wyborom algebraicznego opisu odpowidajacego obiektu geometrycznego. Oznaczmy zbior
tych punktow przez U, , C H g’”. Celem projektu jest sklasyfikowanie wszystkich idealow odpowiada-

jacych punktom HL{"”, ktore sa3 w pewnym sensie blisko punktu z U, ,. Jest to zagadnienie zwigzane
z problemem liczenia rangi brzegowej wielomianu i dlatego efektywna klasyfikacja takich idealéw
powinna doprowadzi¢ do nowych wynikéw w teorii rang tensorow.

Drugie zadanie polega na badaniu sp6jnosci schematéw Hilberta z wielogradacja. Intuicyjnie, przestrzen
jest spojna, jezeli jest w jednym kawatku. Schemat Hilberta Hilb) | jest zawsze spdjny. Istnieje
natomiast przyktad niespdjnego schematu Hilberta z wielogradacja. Jednym z celéw projektu jest
znalezienie warunkéw gwarantujacych spdjnos¢ schematu Hilbert z wielogradacja. Co wigcej, wspo-
mniany wyzej przyktad jest dosy¢ duzy wigc dobrze by byto znalez¢ prostszy przyktad niespdjnego
schematu Hilberta z wielogradacja.



