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TEORIA ERGODYCZNA: POLACZENIA, EFEKTYWNA ROZEACZNOSC 1
ZASTOSOWANIA - STRESZCZENIE POPULARNONAUKOWE

Zamiarem projektu jest sformulowanie i rozwiazanie interesujacych, czysto dynamicznych proble-
moéw zwiazanych ze zjawiskami roztacznosci i sztywnoéci powstatych wokot stynnej hipotezy Sarnaka
(z roku 2010) o losowosci funkeji Mobiusa u, tzn.:

() limy— oo (L/N) e f (T7) () = 0

dla wszystkich x € X oraz ,obserwowalnych” f € C(X) na zwartej przestrzeni metrycznej X, na
ktérej dynamika jest reprezentowana przez homeomorfizm T : X — X o zerowej entropii. Hipoteza
(S) jest zgodna z nasza intuicja, ze ciag losowy (tutaj reprezentowany przez p) nie moze korelowaé z
,obserwowalnymi o niskiej ztozonosci”. Funkcja Mobiusa p: N — {—1,0,1} jest jedna z najwazniej-
szych w teorii liczb: jest ona multyplikatywna a jej losowosé jest wyrazona wzajemnym skracaniem sie
+1 oraz —1 (limy oo (1/N) 30, < (n) = 0), co jest réwnowazne twierdzeniu o liczbach pierwszych,
natomiast warunek -,y p(n) = O(N 1/242) " dla dowolnego € > 0, jest juz réwnowazny hipotezie
Riemanna.

Chociaz (S) wyglada na problem dynamiki topologicznej, hipoteza ta jest problemem teorio-ergo-
dycznym. Aby to zobaczyé, wystarczy rozwazyé p jako punkt w przestrzeni {—1,0,1}N (na ktérej
rozpatrujemy shift lewostronny S) i piszac lewa strone (S) jako caltke funkeji f ® 0 (0(y) = yo) zdefi-
niowanej na X x {—1,0, 1} po mierze ,,empirycznej” % n<N O(TxS)(z,p)- POniewaz zbiér miar jest
zwarty, kazda staba granica k tych miar empirycznych jest polaczeniem pomiedzy pewna miara nie-
zmienniczg dla T' i pewng miarg dla podshiftu X,, wyznaczonego przez p. Ze wzgledu na numeryczne
kryterium (ponizej) Daboussi’ego-Delange’a-Kétaia-Bourgaina-Sarnaka-Ziegler (DDKBSZ), dla dane-
go ukladu dynamicznego (X, T'), ortogonalnosé obserwowalnych i ustalonej ograniczonej funkeji mul-
typlikatywnej jest $cisle zwiazana z klasyczna rozlacznoscia (Furstenberga) réznych poteg pierwszych
uktadu dynamicznego. To stanowi pomost pomiedzy (analityczna) teoria liczb i teoria ergodyczna,
ktory z kolei stawia szereg fundamentalnych pytan w samej teorii ergodycznej: lepszego zrozumienia
rozlacznosci w przypadku nieergodycznym, mozliwosci otrzymania ciagéw numerycznych pozwalaja-
cych na rozréznianie uktadéw deterministycznych i niedeterministycznych, préb znalezienia najlepsze-
go dynamicznego odpowiednika kryterium DDKBSZ oraz dowodzenia twierdzen o liczbach pierwszych
lub pét-pierwszych w uktadach dynamicznych, aby wspomnieé¢ tylko kilka waznych kierunkéw badan.
Oczywiscie, pojawia sie szereg pytan szczegéltowych szczegdlnie dotyczacych tzw. dynamiki parabo-
licznej, czy zagadnien roztacznosci i sztywnodci.

Uktad Mcbiusa X, ma naturalny faktor dany przez p? (funkcje charakterystyczna zbioru liczb
bezkwadratowych), ktory, jak zauwazyl Sarnak, ma dodatnia entropie. Naturalnym terenem bada-
nia wlasnosci podshiftu X, jest teoria ukladéw Z-wolnych, ktérej rozwijanie (i rozwiazanie kilku
otwartych probleméw) jest rowniez waznym kierunkiem badan w projekcie.

2. WPLYW NA TEORIE ERGODYCZNA. NOWATORSKOSC: Najbardziej nowatorskie cze$ci projektu
dotycza: twierdzen o liczbach pél-pierwszych w dynamice (ktérego wezesniej nie badano), konsekwen-
cji dynamicznych zbieznosci na kroétkich przedziatach. Ponadto pomyst wewnetrznej ergodycznosci
ukladéw o zerowej entropii wskazywaltby na catkowicie nowsa i fundamentalna réznice pomiedzy deter-
minizmem i chaosem w teorii uktadéw dynamicznych.

3. METODOLOGIA: Czolowa role pelni numeryczne kryterium DDKBSZ: jesli cigg ograniczony
(fn) spetnia imy oo (1/N) >, <N fpnfqn = 0 dla wszystkich wystarczajgco duzych liczb pierwszych
p# q, tolimy_.oo(1/N) 3, <y fau(n) = 0 dla dowolnej ograniczonej funkcji multyplikatywnej u, co
zastosowane w kontekscie dynamicznym do f, := f(T™x) jest ,moralnie” odpowiedzialne za (we-
wnetrzna) roztaczno$é Furstenberga poteg pierwszych automorfizmu. Gdy dodatkowo sumy ergodycz-
ne % >onen f(TP"x) f(T9"x) — 0 zbiegaja z kontrolowalng predkoscia (to wladnie nazywamy efektyw-
ng rozlacznoscia), to mozemy oczekiwaé nie tylko roztacznosci mobiusowej, ale réwniez twierdzenia
o liczbach pierwszych (pél-pierwszych) w dynamice. Ponadto zbiezno$é na krétkich przedzialach ma
swbj odpowiednik dynamiczny i stawia pytania o konsekwencje dynamiczne tego typu ,roztacznoéci”
sum ergodycznych. Ogélnie uzywamy metod nowoczesnej teorii ergodycznej: teorii potaczen, entropii i
zlozonosci, teorii spektralnej wraz z narzedziami analizy wypuklej, teorii reprezentacji, teorii proceséw
stacjonarnych i dynamiki topologiczne;j.



