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PROBABILISTYCZNE ASPEKTY TWIERDZENIA TAKENSA O ZANURZANIU

Zaproponowany projekt dotyczy probabilistycznych apektéw twierdzenia Takensa o zanurzaniu - klasycz-
nego wyniku teorii uktadoéw dynamicznych. Jest to teoria majaca swoje poczatki w badaniu matematycznych
zagadnien zwiazanych z grawitacja newtonowska. Okazato si¢, ze dla uktadéw trzech lub wigcej cial (np.
dla uktadu stonecznego), ich ewolucja w czasie pod wpltywem sit grawitacyjnych (zadana jako rozwiazanie
odpowiedniego réwnania rézniczkowego) nie przedstawia si¢ za pomocg jawnie danych wzoréw. Poczawszy od
Poincaré’go na poczatku dwudziestego wieku, zaczgto stosowac do ich analizy metody jakoSciowe. Z czasem,
metody te przeksztalcily si¢ w abstrakcyjna matematyczng dziedzing uktadéw dynamicznych, zachowujaca
jednak silne zwiazki z zastosowaniami (w szczegdlnosci do fizyki matematycznej). Wczesnie zdano sobie
rOéwniez sprawe, ze waznych narzedzi w badaniu uktadéw dynamicznych dostarczaja metody stochastyczne,
znane dzisiaj jako teoria ergodyczna (ktérej poczatki siggaja prac Boltzmanna dotyczacych fizyki statystyczne;j).

Twierdzenie Takensa o zanurzaniu, ktére jest podstawa dla proponowanego projektu, dotyczy problemu
odtwarzania uktadu dynamicznego z ciggu pomiaréw wykonanych za pomoca danej obserwabli. Wyobrazmy
sobie doswiadczalnika obserwujacego uktad fizyczny modelowany za pomoca uktadu dynamicznego z czasem
dyskretnym, czyli ciagu iteracji ustalonego odwzorowania na zadanej przestrzeni fazowej (by¢ moze zanurzonej
w przestrzeni wysokiego wymiaru). Czesto zdarza si¢, ze zamiast ciagu k kolejnych rzeczywistych stanéw ukta-
du, obserwator ma dostgp jedynie do wartosci k pomiaréw pewnej obserwabli w tych stanach. Przez obserwablg
rozumiemy funkcje, ktéra kazdemu punkowi przestrzeni fazowej przypisuje liczbe rzeczywista (np. temperature).
Mozna zada¢ naturalne pytanie: w jakim stopniu wyjSciowy system moze by¢ zrekonstruowany na podstawie
takiego ciagu pomiaréw? Powyzsze pytanie zainspirowato szereg wynikéw matematycznych, znanych jako
twierdzenia typu Takensa o zanurzaniu, orzekajacych ze rekonstrucja oryginalnego systemu jest mozliwa dla
pewnych obserwabli, o ile liczba pomiaréw k jest wystarczajaco duza. Pierwszym wynikiem tego typu bylo
stynne twierdzenie Florisa Takensa (1980), orzekajace ze jesli przestrzen fazowa jest rozmaitoscia (zbiorem o
"porzadnej" geometrii), to stan poczatkowy uktadu jest wyznaczony jednoznacznie przez pomiary, o ile ich liczba
jest wigksza niz dwukrotnos¢ wymiaru przestrzeni fazowej. Wynik ten zostal z czasem rozszerzony na zbiory o
bardziej skomplikowanej geometrii. Jest to szczegdlnie przydatne w dynamice chaotycznej, gdzie czgsto przed-
miotem zainteresowania jest atraktor (zbiér do ktérego pod wptywem dynamiki zbiega dowolny stan poczatkowy)
o fraktalnym charakterze. Wyniki typu Takensa pozwalaja takze przyja¢ wykres k-wymiarowych wektoréw
pomiaréw jako wiarygodna reprezentacje oryginalnego uktadu w przestrzeni k-wymiarowej. Twierdzenia te sg
uznawane za teoretyczne wyniki uzasadniajace poprawno$¢ wykorzystywanych w praktyce procedur.

W proponowanym projekcie planujemy badac probabilistyczne aspekty twierdzenia Takensa. Rozwazamy
sytuacje w ktorej dostepne stany poczatkowe pochodza z zadanego rozktadu prawdopodobienstwa i jesteSmy
zainteresowani rekonstrukcja uktadu wzgledem tego rozktadu. Innymi stowy, zadamy aby cigg pomiaréw
odtwarzat jednoznacznie stan poczatkowy niekoniecznie dla dowolnego mozliwego stanu poczatkowego, ale dla
typowego stanu poczatkowego generowanego przez zadany generator losowy. Powyzsze zatozenie czgsto jest
uzasadanione z punktu widzenia zastosowan. Przyjmujac ten punkt widzenia, Baraiski, Gutman oraz Spiewak
udowodnili niedawno probabilistyczna wersje twierdzenia Takensa. Jej kluczowym wnioskiem jest obserwacja,
ze dla rekonstrukcji wystarczy brac liczbg pomiaréw wigksza niz wymiar przestrzeni fazowej, co daje dwukrotna
redukcje liczby obserwacji w stosunku do wersji nieprobabilistycznej. Mozliwos$¢ dwukrotnego zredukowania
liczby obserwacji w kontekscie probabilistycznym zostala postawiona w hipotezach Shroera, Sauera, Otta
oraz Yorke’a (Phys. Rev. Lett. 80, 1998). Poniewaz jednak autorzy hipotez rozpatruja inne pojecie wymiaru,
naktadaja inne wymagania na proces rekonstrukcji oraz przewiduja tempo ubywania prawdopodobieristwa btedu,
powyzsze twierdzenie nie rozstrzyga hipotez Shroera, Sauera, Otta oraz Yorke’a. Pierwszym celem projektu
jest zrozumienie zwiazkéw migdzy tymi zagadnieniami oraz praca w kierunku udowodnienia hipotez i ich
uogolnien. Drugim celem projektu jest otrzymanie dalszych rozszerzen probabilistycznego twierdzenia Takensa.
Po pierwsze, planujemy okresli¢ wielko$¢ zbioru wyjatkowych standéw i obserwabli (czyli tych dla ktérych
twierdzenie nie zachodzi) w jezyku ich wymiaru. Po drugie, bedziemy pracowa¢ nad otrzymaniem dodatkowej
regularnosci procesu rekonstrukcji. Bedziemy rozwazaé takze topologiczny odpowiednik twierdzenia Takensa
oraz jego wersje dla skonczenie wymiarowych podzbioréw przestrzeni nieskoniczenie wymiarowych. Drugie
z tych zagadnient moze umozliwi¢ zastosowania np. do skoficzenie wymiarowych atraktoréw dla rozwiazan
dwuwymiarowych réwnan Naviera-Stokesa.

Spodziewanym efektem projektu jest rozwinigcie teorii probabilistycznych twierdzen typu Takensa, ktérych
wyniki moga by¢ przydatne przy wykorzystywanej w praktyce procedurze rekonstrukcji uktadu z ciagu pomia-
réw. Z matematycznej perspektywy, spodziewane wyniki pomoga w lepszym zrozumieniu probabilistycznych
aspektéw teorii zanurzen uktadéw dynamicznych.



