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POPULARNE STRESZCZENIE: Rozmaitosci abelowe i dzialania grup Galois

WPROWADZENIE

Proponujemy projekt badania arytmetycznych i algebraicznych wlasnosci rozmaitosci abelowych
zdefiniowanych nad cialami liczbowymi lub nad cialami skonczenie generowanymi charakterystyki
zero. Rozmaitosci abelowe sa intensywnie badane w teorii liczb i arytmetyce. W naturalny sposéb
pojawiaja sie w teorii réwnan diofantycznych jako krzywe eliptyczne i w geometrii algebraicznej
jako rozmaitoéci Jacobiego krzywych, w teorii reprezentacji grup Galois i w wielu innych dziatach
matematyki wspolczesnej. Ich wlasnosci majg réznorodne zastosowania: od probleméw czysto mate-
matycznych teorii liczb, przez teorie krzywych algebraicznych, az po teoriie funkcji theta zastosowana
w fizyce.

CEL PROJEKTU

(1) Hipoteza Mumforda-Tate’a dla rozmaitosci abelowych

Nasze badania beda dwojakiego rodzaju: pierwsza cze$¢ (oparta na teorii grup skonczonych) jest
prawdopodobnie latwiejsza, natomiast druga (oparta na metodach przestepnych) stanowi dluzszy
projekt, nakierowany na uzyskanie glebszych i trudniejszych w dowodzie rezultatéw. Ta tematyka
jest dzisiaj nadal zdominowana przez wyniki Serre’a i przez hipoteze Mumforda-Tate’a blisko zwia-
zana z dwoma stawnymi hipotezami: hipoteza Hodge’a i z hipoteza Tate’a. Pierwszy przejaw tego
zwiazku jest nastepujacy: grupa Hodge’a lub grupa Mumforda-Tate’a oraz grupy monodromii Galois
zawieraja si¢ w podgrupie symplektycznej macierzy przemiennych z endomorfizmami. Sprobujemy
dowies¢ hipotezy Mumforda-Tate’a dla nowych klas rozmaitosci abelowych, wykorzystujac idee Ri-
beta, ostatnio ponownie odkrytg przez C.Halla. Zakladajac, ze rozmaito$¢ ma zta semi-stabilnag
redukcje zadanego typu, uzyskamy dodatkows informacje o dziataniu grupy Galois. Chcemy sprobo-
wac tej idei do nowych klas rozmaitosci abelowych z redukcja toryczna dowolnego typu i do pewnych
klas rozmaitosci abelowych wymiaru cztery. Drugie podejécie, ktére proponujemy w tej czesci pro-
jektu jest oparte na naturalnym pomyéle, ze w rodzinie rozmaitosci abelowych, parametryzowanych
punktami rozmaitosci Shimury, ”generyczny punkt” spelnia hipoteze Mumforda-Tate’a i, jesli dla
pewnej rozmaitosci z rodziny, grupa Galois bytaby znacznie mniejsza, to powodowaltoby to istnienie
pewnego dodatkowego cyklu algebraicznego na pewnej potedze rozwazanej rozmaitosci.

(2) Wlasnosci arytmetyczne rozmaitosci abelowych i zgodnych systeméw reprezentacji
7 wielu waznych konsekwencji hipotezy Mumforda-Tate’a w teorii rozmaitoséci abelowych wspomni-
my tutaj tylko hipoteze Murty’ego i Patankar z 2008 roku, ktéra mowi: Niech A bedzie geometrycznie
prosta rozmaitoscia abelowa nad ciatem liczbowym K. Oznaczmy przez M zbiér tych miejsc v ciala
K, w ktérych A ma dobra redukcje i rozmaitosé zredukowana A, jest prosta. Wtedy, po ewentu-
alnym zastapieniu K rozszerzeniem skoniczonym, zbior M ma gestosé. Ta gestos¢ rowna sie jeden
wtedy i tylko wtedy, gdy pierscieri endomorfizméw rozmaitosci A jest przemienny. Zywina dowiddl
niedawno istnienia zwigzku hipotezy Murty’ego i Patankara z hipoteza Mumforda-Tate’a. Twier-
dzenie Zywiny uogdlnia wezeéniej uzyskane rezultaty Chai-Oorta, Murty-Patankara i Jeffa Achtera.
W naszym projekcie zamierzamy dowie$é¢ (bezwarunkowych) odpowiednikéw tych rezulatéw dla ciat
dodatniej charakterystyki. Ponadto, zamierzamy kontynuowaé¢ badania: grup monodromii, twierdzen
o otwartym obrazie dla adeli i problemu odwrotnego dla systemoéw reprezentacji.

WPLYW PROJEKTU

Najwazniejszym owocem proponowanych badan beda rezultaty (twierdzenia, przyktady i kontrprzy-
klady) uzyskane w tym projekcie. Te wyniki niewatpliwie przyczynia sie do rozwoju nauki oraz
zostana ztozone w formie publikacji do wiodacych czasopism matematycznych. Beda przedstawiane
na konferencjach miedzynarodowych i na seminariach naukowych.



