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Badania iloSciowe teorii mnogosci
Czy ZF i ZFC sq asymptotycznie rownowazne?

Metody probabilistyczne stanowig klucz do rozwigzywania obliczeniowo trudnych probleméw infor-
matycznych. Paradygmat probabilistyczny zapewnia mozliwos¢ badania obiektéw typowych zamiast
wszystkich. W zamian za brak precyzji otrzymujemy wieksza predkos$¢ dziatania algorytméw. Badane
problemy moga by¢ sformutowane przy uzyciu pojecia ,losowej formuly” czy tez ,losowego termu”.
Naturalng formalizacja ,Jlosowosci” jest definicja oparta na jednostajnych rozktadach prawdopodo-
bienstwa na zbiorach skonczonych obiektéw o ograniczonym rozmiarze. W tym sensie definicja ta
odpowiada pojeciu gestosci, uzywanej m.in. w teorii jezykéw. Dla kazdego zbioru formul A miarg cze-
stosci wystepowania obiektow jest utamek, bedacy stosunkiem liczby elementéw zbioru A o rozmiarze
n, a liczby wszystkich rozwazanych obiektéw o rozmiarze n. Wartos¢ granicy tego ciggu nazywamy ge-
stoscig zbioru A. Probleméw dostarczajg badania nad ilo$ciowymi wlasnosciami rachunku predykatow
oraz rachunku lambda. Mozemy tu stawia¢ ciekawe pytania ilosciowe. Przyktadowo, jak wiele réznych
dowodoéw rozmiaru n ma formuta rachunku zdan, czy tez jak wiele programéw rozmiaru n ma wtasnosé
stopu? Okazuje sie rowniez, ze struktury w ktérych wystepuje wiazanie zmiennych sa niezwykle ciekawe
z punktu widzenia kombinatoryki. Najprostszymi takimi strukturami sg formuty logiki predykatéw lub
lambda termy z lambda abstrakcja jako wigzaniem. W jezyku predykatéw z jednym binarnym symbo-
lem predykatywnym formutowana jest teoria mnogosci Zermela-Fraenkla. Teorie t¢ mozna zbudowaé
w jezyku rachunku predykatow z jednym binarnym symbolem predykatywnym interpretowanym jako
€ dodajac klasyczne aksjomaty ZF. Frapujace jest pytanie o gesto$é zbioru dowodliwych formut tej
teorii w zbiorze wszystkich formutl jezyka w jakim sa one wyrazone. Badania grantu bedg prowadzone
w nastepujacych dziedzinach:

(1) Pokazaé istnienie gestosci dla teorii mnogosci ZF zapisanej w rachunku predykatéw
z jednym symbolem binarnym.

(2) Znalezé relacje iloSciowe miedzy teoria ZF Zermela-Fraenkla a teorig ZFC Zermela-
Fraenkla z aksjomatem wyboru. Bedziemy poszukiwali ustalenia stosunkéw ilosciowych dla
obydwu teorii. Pozwoli to na sformulowanie tezy o ilosciowym wptywie aksjomatu wyboru na
liczbe dowodzonych twierdzen. Zaktadajac, ze gestosci ZFC oraz ZF istnieja i sg dodatnie
bedziemy starali sie zbadaé czy asymptotycznie istnieje réznica miedzy liczbg dowodliwych
twierdzen w obydwu teoriach. Chcemy wykazaé, ze asymptotycznie nie istnieje réznica miedzy
liczba dowodliwych twierdzen w obydwu teoriach. Wezesnie nalezy rozstrzygnaé¢ nastepujace
bazowe problemy:

(3) Zliczanie formutl rachunku kwantyfikatoréw. Badania nad ich gesto$cia.

(4) Ile jest asymptotycznie formul rachunku logicznego o okre$lonym rozmiarze?

(5) Jaka jest gesto$é zbioru formul w rachunku z jednym binarnym predykatem.



