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Rozwigzania stabe i miarowe dla rownan fizyki matematycznej

Uwaza sie, ze wiele istotnych fizycznych zjawisk jest dobrze opisanych przez uktady nieliniowych
rownan rozniczkowych czastkowych (sa to prawa zachowania lub prawa bilansu) — za przyktady moga
stuzy¢ przeptywy cieczy czy zachowanie materiatow elastycznych. Jednakze, mimo praktycznego zna-
czenia tych zagadnien oraz nieztomnych wysitkéw pokolen matematykow, ogédlna teoria globalnego
istnienia rozwigzan dla wielu nieliniowych uktadéw pozostaje szeroko otwarta.

Podstawowe rownania mechaniki cieczy zostaly sformutowane dosé dawno temu — 250 lat temu przez
Eulera i 150 lat temu przez Naviera i Stokesa — a wciaz istnienie rozwiazan w przypadku tréjwymia-
rowym wiadome jest jedynie w uogélnionym sensie, a jednoznaczno$¢ nie moze byé¢ zagwarantowana.
Co gorsze, ostatnie wyniki De Lellisa i Székelyhidiego pokazuja, ze dla duzej klasy warunkéw poczat-
kowych mozliwe jest skonstruowanie nieskoniczonej liczby rozwigzan dla niescisliwego uktadu Fulera.
Rozwigzania te sg bezsensowne z punktu widzenia fizyki — na przyktad moga generowaé i gubié¢ ener-
gie w niemal dowolny zadany sposéb. Przez dlugi czas uwazano, ze mozliwe jest zagwarantowanie
jednoznacznosci poprzez wybranie tego fizycznie odpowiedniego rozwigzania, ktoére spetnia dodatkowy
warunek dopuszczalnosci (np. nierownosé energetyczna). Niestety, przyktady wygenerowane metoda
wypuktego catkowania pokazuja, ze te nadzieje sa ptonne.

Niedobor teorii globalnego dobrego postawienia dotyczy réwniez plynéw Scisliwych, nieliniowej
elastycznosci, oraz ogblnych uktadéw praw zachowania. Klasycznie wiadomo, ze rozwigzania takich
uktadow staja sie nieciggle, nawet dla gladkich danych poczatkowych — prowadzi to do utraty infor-
macji, trudnej do okreslenia ilo$ciowo. Niewiele wiadomo o $cisliwym przeplywie po czasie, w ktorym
powstala niecigglosé. Stynny matematyk Peter D. Lax nazwal to "naukowym skandalem i wyzwaniem”.

Brak pozytywnych wynikow dotyczacych istnienia i jednoznacznosci rozwiazan oraz przyktady na
brak jednoznaczno$ci nawet w klasie dopuszczalnych rozwigzan motywuja szukanie nowego paradyg-
matu rozwiazania dla nieliniowych uktadéw fizycznych réwnar rézniczkowych. Jedna z mozliwosci
jest rozwazanie rozwigzan miarowych, tzn. pozwolenie by rozwiazanie bylto stabszym niz catkowalna
funkcja obiektem (miara). Dla wielu szczegdlnych przypadkow pokazano, ze takie pojecie rozwiazania
jest dostatecznie szerokie, aby umozliwié¢ globalng teorie istnienia.

W niniejszym projekcie bedziemy badaé¢ wazne z fizycznego punktu widzenia wlasnosci rozwigzan
stabych oraz miarowych zarowno dla szczegdlnych uktadow (Scisliwe rownania Eulera, poliwypukta
elastycznosé, rownania Eulera—Kortewega) — gdzie mozliwe jest wykorzystanie specyficznej dodatkowej
struktury — jak i dla ogélnych praw zachowania i bilansu. W szczeg6lnosci zajmiemy si¢ zagadniniami
zachowania energii oraz entropii dla stabych rozwigzan oraz wlasnoscia miarowo—mocnej jednoznacz-
nosci. Badania w tej pierwszej tematyce skupimy na poszukiwaniu minimalnych zalozen o regularno-
Sci, ktore pozwolg zagwarantowaé, ze stabe rozwiazanie bedzie zachowywaé catkowita energie uktadu.
Drugie z zagadnien to wlasnos¢ warunkowej jednoznacznosci, gwarantujaca, ze (zazwyczaj bardzo nie-
jednoznaczne) rozwiazania miarowe staja sie jednoznaczne w obecnosci klasycznego rozwiazania o tych
samych danych poczatkowych.



