
POPULARNONAUKOWE STRESZCZENIE PROJEKTU

Martyngaªy tworz¡ klas¦ procesów stochastycznych graj¡c¡ fundamentaln¡ rol¦ w teorii caªki sto-
chastycznej w przypadku dyskretnym i ci¡gªym. Teoria ta jest podstawowym narz¦dziem w zastosowa-
niach, m.in. w modelowaniu stochastycznym i matematyce �nansowej, i posiada niebagatelne znaczenie
dla innych dziedzin takich jak analiza harmoniczna i analiza funkcjonalna. Z punktu widzenia tych
zastosowa«, wa»nym obiektem bada« s¡ oszacowania dla martyngaªów i ró»nych obiektów z nimi po-
wi¡zanych (np. funkcji maksymalnych czy funkcji kwadratowych). Wyniki tego typu s¡ istotne m.in.
z teoretycznych powodów - przykªadowo, umo»liwiaj¡ one u»ycie twierdze« granicznych i gwarantuj¡
poprawn¡ okre±lono±¢ odpowiednich wielko±ci. Dziaª teorii martyngaªów, po±wi¦cony badaniu ró»nych
oszacowa«, jest odr¦bn¡ i intensywnie rozwijaj¡c¡ si¦ dziedzin¡ ju» od prawie stu lat.

Celem projektu jest zbadanie pewnych wa»nych klas nierówno±ci martyngaªowych w szerszym, nie-
przemiennym (niekomutatywnym) kontek±cie. Przej±cie do tego kontekstu oznacza w szczególno±ci, i»
procesy stochastyczne przestaj¡ by¢ traktowane jako losowe struktury, a zamiast tego s¡ postrzegane z
bardziej ogólnej perspektywy algebr operatorowych. Ta gaª¡¹ teorii martyngaªów zanotowaªa znaczny
rozwój w przeci¡gu ostatnich dwudziestu lat: wiele wa»nych klasycznych nierówno±ci zostaªo uogól-
nionych na przypadek nieprzemienny. Wyniki te znalazªy szereg interesuj¡cych zastosowa« w innych
dziaªach matematyki, m.in. w teorii macierzy losowych, nieprzemiennej analizie harmonicznej, teorii
operatorów oraz teorii ergodycznej.

Warto wspomnie¢ o dwóch wa»nych aspektach zwi¡zanych z rozwa»aniami w sytuacji nieprzemien-
nej. Jednym z gªównych problemów jest maªa liczba technicznych narz¦dzi, które mog¡ by¢ u»ywane
w badaniach: wi¦kszo±¢ punktowych oszacowa«, nawet po obªo»eniu ±ladem, przestaje by¢ prawdziwa
po przej±ciu z klasycznego do niekomutatywnego przypadku. To za± cz¦sto uniemo»liwia bezpo±rednie
przeniesienie analizy i wymaga wypracowania nowych metod - w konsekwencji, badania s¡ trudniejsze
i bardziej interesuj¡ce. Z drugiej strony, przej±cie do nieprzemiennej sytuacji cz¦sto ujawnia nieocze-
kiwane zjawiska, np. pewne wielko±ci przestaj¡ by¢ porównywalne; niektóre klasyczne obiekty daj¡
si¦ rozszerzy¢ na kilka ró»nych (sensownych) sposobów; staªe w pewnych oszacowaniach zaczynaj¡
zachowywa¢ si¦ w zupeªnie inny sposób, odsªaniaj¡c ukryt¡ przeszkod¦ tkwi¡c¡ w teorii operatorów.

Tzw. nierówno±ci maksymalne Dooba w do±¢ przejrzysty sposób ilustruj¡ powy»sze kwestie i opi-
szemy je teraz pokrótce. W klasycznym przypadku, wynik jest nast¦puj¡cy. Niech (fn)n≥0 b¦dzie
martingaªem (ci¡giem zmiennych losowych posiadaj¡cym pewne strukturalne wªasno±ci) na pewnej
przestrzeni probabilistycznej. Zwi¡zana z nim funkcja maksymalna f∗ = supn≥0 |fn| w sposób oczywi-
sty majoryzuje ka»d¡ ze zmiennych fn, n = 0, 1, 2, . . .. Okazuje si¦, i» ma miejsce nast¦puj¡cy wynik
w drug¡ stron¦: dla 1 < p <∞ istnieje taka staªa cp, »e
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tzn. rodzina (fn)n≥0 kontroluje (w p-tej normie) rozmiar funkcji maksymalnej. Przej±cie do sytuacji
nieprzemiennej natychmiast rodzi powa»ny problem. Mianowicie, dla ustalonego martyngaªu (fn)n≥0

(który teraz staje si¦ rodzin¡ operatorów na pewnej algebrze von Neumanna ze ±ladem τ) nie jest
jasne, w jaki sposób zde�niowa¢ funkcj¦ maksymaln¡: nie ma sensownej procedury prowadz¡cej do
supremum operatorów. Aby obej±¢ ten problem, wprowadza si¦ wprost �norm¦ supremum martyngaªu
(fn)n≥0�, tzn. zamiast de�niowa¢ supn≥0 |fn|, nadaje si¦ odpowiednie nieprzemienne znaczenie lewej
stronie (?). Nie b¦dziemy tu przedstawia¢ tego rozszerzenia i zadowolimy si¦ nast¦puj¡c¡ przejrzyst¡
wersj¡ nierówno±ci w szczególnym przypadku gdy (fn)n≥0 jest dodatni (tzn. skªada si¦ z dodatnich
operatorów). Mianowicie, dla 1 < p < ∞ i dodatniego martyngaªu (fn)n≥0, istnieje dodatni operator
a taki, »e fn ≤ a dla ka»dego n oraz
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dla pewnej staªej Cp zale»nej tylko od p. Warto tu odnotowa¢ i» (optymalne) staªe w (?) i (??)
zachowuj¡ si¦ inaczej: gdy p→∞, maj¡ ten sam rz¡dO(1), ale z drugiej strony mamy cp = O((p−1)−1)
i Cp = O((p− 1)−2) gdy p→ 1. Nale»y tu tak»e nadmieni¢, i» o ile dowód (?) opiera si¦ wyª¡cznie na
pewnych elementarnych oszacowaniach, o tyle argumentacja prowadz¡ca do (??) wykorzystuje gª¦bokie
wyniki z teorii interpolacji oraz dualno±¢.

Projekt zakªada badania nad kilkoma klasami nierówno±ci martyngaªowych, które s¡ niezwykle
istotne z punktu widzenia dalszego rozwoju dziedziny. Obejmuj¡ on wersje z wag¡ powy»szych maksy-
malnych oszacowa«, nierówno±ci dla martyngaªów z czasem ci¡gªym, niekomutatywn¡ metod¦ funkcji
Bellmana oraz tzw. rozkªady atomowe.
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