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POPULARNONAUKOWE STRESZCZENIE PROJEKTU

Martyngaty tworza klase procesow stochastycznych grajaca fundamentalng role w teorii catki sto-
chastycznej w przypadku dyskretnym i ciagltym. Teoria ta jest podstawowym narzedziem w zastosowa-
niach, m.in. w modelowaniu stochastycznym i matematyce finansowej, i posiada niebagatelne znaczenie
dla innych dziedzin takich jak analiza harmoniczna i analiza funkcjonalna. Z punktu widzenia tych
zastosowari, waznym obiektem badari sa oszacowania dla martyngatéow i roznych obiektéw z nimi po-
wigzanych (np. funkcji maksymalnych czy funkcji kwadratowych). Wyniki tego typu sa istotne m.in.
z teoretycznych powodéw - przykladowo, umozliwiajg one uzycie twierdzen granicznych i gwarantuja
poprawng okreslonos¢ odpowiednich wielkoséci. Dziat teorii martyngatéw, poswiecony badaniu réznych
oszacowanl, jest odrebna i intensywnie rozwijajaca sie dziedzing juz od prawie stu lat.

Celem projektu jest zbadanie pewnych waznych klas nier6wnosci martyngatowych w szerszym, nie-
przemiennym (niekomutatywnym) kontekscie. Przejscie do tego kontekstu oznacza w szczeg6lnosei, iz
procesy stochastyczne przestaja by¢ traktowane jako losowe struktury, a zamiast tego sa postrzegane z
bardziej ogoélnej perspektywy algebr operatorowych. Ta galaz teorii martyngaléw zanotowala znaczny
rozw06] w przeciggu ostatnich dwudziestu lat: wiele waznych klasycznych nieréwnosci zostato uogol-
nionych na przypadek nieprzemienny. Wyniki te znalazly szereg interesujacych zastosowan w innych
dziatach matematyki, m.in. w teorii macierzy losowych, nieprzemiennej analizie harmonicznej, teorii
operatoréw oraz teorii ergodycznej.

Warto wspomnie¢ o dwoch waznych aspektach zwigzanych 7 rozwazaniami w sytuacji nieprzemien-
nej. Jednym z gtéwnych probleméw jest mata liczba technicznych narzedzi, ktére moga byé uzywane
w badaniach: wiekszo$¢ punktowych oszacowani, nawet po obtozeniu §ladem, przestaje by¢ prawdziwa
po przejéciu z klasycznego do niekomutatywnego przypadku. To zas czesto uniemozliwia bezposrednie
przeniesienie analizy i wymaga wypracowania nowych metod - w konsekwencji, badania sg trudniejsze
i bardziej interesujace. Z drugiej strony, przejscie do nieprzemiennej sytuacji czesto ujawnia nieocze-
kiwane zjawiska, np. pewne wielkosci przestaja byé¢ poréwnywalne; niektore klasyczne obiekty daja
sie rozszerzy¢ na kilka roznych (sensownych) sposobow; state w pewnych oszacowaniach zaczynaja
zachowywaé sie w zupelnie inny sposéb, odstaniajac ukryta przeszkode tkwigca w teorii operatoréw.

Tzw. nieréwnosci maksymalne Dooba w dos¢ przejrzysty sposéb ilustruja powyzsze kwestie i opi-
szemy je teraz pokrotce. W klasycznym przypadku, wynik jest nastepujacy. Niech (f)n>0 bedzie
martingatem (ciggiem zmiennych losowych posiadajacym pewne strukturalne wlasnosci) na pewnej
przestrzeni probabilistycznej. Zwiazana z nim funkcja maksymalna f* = sup,,~¢ | fn| W sposéb oczywi-
sty majoryzuje kazda ze zmiennych f,, n =0, 1, 2, .... Okazuje sie, iz ma miejsce nastepujacy wynik
w drugg strone: dla 1 < p < oo istnieje taka stata ¢, ze

1/p 1/p

() (Eswlrr) < (swBlfr)
n>0 n>0

tzn. rodzina (f,)n>0 kontroluje (w p-tej normie) rozmiar funkcji maksymalnej. Przejscie do sytuacji
nieprzemiennej natychmiast rodzi powazny problem. Mianowicie, dla ustalonego martyngatu (f,)n>0
(ktory teraz staje sie rodzing operatoréw na pewnej algebrze von Neumanna ze Sladem 7) nie jest
jasne, w jaki sposob zdefiniowaé funkcje maksymalna: nie ma sensownej procedury prowadzacej do
supremum operatoréw. Aby obejs$é ten problem, wprowadza sie wprost “norme supremum martyngatu
(fn)n>0", tzn. zamiast definiowac sup,,~q |fn|, nadaje sie odpowiednie nieprzemienne znaczenie lewej
stronie (x). Nie bedziemy tu przedstawia¢ tego rozszerzenia i zadowolimy sie nastepujaca przejrzysta
wersja nier6wnosci w szczegélnym przypadku gdy (fn)n>0 jest dodatni (tzn. sklada si¢ z dodatnich
operatoréw). Mianowicie, dla 1 < p < oo i dodatniego martyngatu (fy,)n>0, istnieje dodatni operator
a taki, ze f, < a dla kazdego n oraz
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dla pewnej stalej C), zaleznej tylko od p. Warto tu odnotowaé iz (optymalne) stale w (%) 1 (xx)
zachowuja si¢ inaczej: gdy p — oo, maja ten sam rzad O(1), ale z drugiej strony mamy ¢, = O((p—1)"1)
iC,=0((p—1)"2) gdy p — 1. Nalezy tu takze nadmieni¢, iz o ile dowod (%) opiera si¢ wylacznie na
pewnych elementarnych oszacowaniach, o tyle argumentacja prowadzaca do (xx) wykorzystuje gltebokie
wyniki z teorii interpolacji oraz dualnosé.

Projekt zaktada badania nad kilkoma klasami nieréwnosci martyngatowych, ktére sa niezwykle
istotne z punktu widzenia dalszego rozwoju dziedziny. Obejmuja on wersje z waga powyzszych maksy-
malnych oszacowan, nieréwnosci dla martyngaléw z czasem cigglym, niekomutatywna metode funkcji
Bellmana oraz tzw. rozktady atomowe.



