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Streszczenie popularnonaukowe

Grupy sa jednymi z najbardziej elementarnych i zarazem najwazniejszych obiektéw w matema-
tyce i pojawiaja sie wtasciwie w kazdym problemie matematycznym. Co za tym idzie, sa uzyteczne
w innych dziedzinach nauki: biologii, chemii, fizyce, a ostatnio, coraz bardziej, w informatyce.

Obecny projekt dotyczy badania grup — obiektow a priori algebraicznych — za pomoca me-
tod geometrycznych i teoriomiarowych. To stosunkowo mtoda dziedzina badan, ktéra rozwineta
si¢ w ostatnich trzydziestu latach, czerpiac zagadnienia i narzedzia z, miedzy innymi: geometrii
rozniczkowej, topologii algebraicznej i kombinatorycznej teorii grup. W duzym przyblizeniu mozna
powiedzie¢, ze staramy sie wyposazy¢ grupe w pewng strukture metryczng lub miarows, by po-
tem, z wlasciwodci tej ostatniej, wywnioskowaé algebraiczne wtasnosci samej grupy. Taka strategia
jest pieknym przyktadem sytuacji kiedy dwa, pozornie niepowigzane podejscia do problemu — geo-
metryczne i algebraiczne — zastosowane wspolnie owocujg bardzo silnymi narzedziami. W istocie,
spojrzenie na grupy jako na obiekty geometryczne pozwolito dokonaé¢ przetomowych odkryé¢ doty-
czacych ich struktury, na przyktad w przypadku automorfizméw zewnetrznych grup wolnych.

W projekcie koncentrujemy sie na kilku waznych klasach grup. Grupy Coxetera to uogélnienie
grup symetrii odbiciowych w przestrzeni euklidesowej. Sg one bardzo waznym Zrodlem przyktadow
zarébwno w teorii grup, jak i, na przykitad, w geometrii rozniczkowej. Grupy Artina to grupy, do
ktorych naleza na przyktad grupy warkoczy, jak i niektore grupy klas odwzorowan powierzchni.
Grupy Artina sa badane intensywnie od dtuzszego czasu i, hipotetycznie, maja szereg interesuja-
cych wtasciwosdci, ale bardzo mocno strzega swoich tajemnic. Grupy automorfizmoéw wielomianowych
przestrzeni afinicznej sg waznymi obiektami studiowanymi w geometrii algebraicznej. Ogromny po-
step w ich badaniu zostal niedawno osiggniety wtasnie przy uzyciu metod geometrycznej teorii
grup. Grupy hiperboliczne w sensie Gromowa to ogromna klasa grup zawierajaca w sobie wiele kla-
sycznych obiektow badanych wezesniej osobno. Naleza do niej, na przyktad, zaréwno nieprzemienne
grupy wolne, jak i grupy podstawowe zamknietych rozmaitos$ci o ujemnej krzywiznie.

Wymienione klasy grup bedziemy bada¢ pod réznymi katami. Grupy Coxetera chcemy wyposa-
zy¢ w strukture, ktéra pozwoli nam na pokazanie ich biautomatycznosci. To bardzo silna algoryt-
miczna wlasno$¢, majaca wiele algebraicznych konsekwencji i, hipotetycznie, prawdziwa dla grup
Coxetera. Udowodnione jest to jednak tylko w nielicznych przypadkach. Sprobujemy réwniez po-
kaza¢, ze klasyczny Problem Sprzezonosci jest rozwiazalny w klasie grup Coxetera. Z innej strony,
bedziemy konstruowali nowe przyktady grup Coxetera o niespotykanych wcze$niej wlasnosciach.
Dla innych klas grup bedziemy starali sie dowies¢ tzw. Alternatywy Titsa. To wlasnosé, ktorg maja
hipotetycznie wszystkie grupy tzw. niedodatnio zakrzywione. Zostato to jednak udowodnione tylko
w bardzo nielicznych szczegélnych przypadkach.

Wreszcie, bedziemy bada¢ teoriomiarowe wlasnosci grup i studiowa¢ ich mierzalne dziatania
na przestrzeniach probabilitycznych. Ta cze$é bedzie zwiazana z logika i np. starym problemem
Tarskiego dotyczacym kwadratury kota. Zamierzamy wykorzysta¢ metody mierzalnej teorii grup, by
podaé ogdlne warunki wystarczajace i konieczne, by dwa mierzalne podzbiory (np. koto i kwadrat) o
tej samej mierze byly réwnowazne przez podziat ze wgledu na dziatanie dyskretnej grupy dziatajacej
na przestrzeni, w ktorej te zbiory leza.



