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Niniejszy projekt dotyczy modelowania zaleznosci miedzy wspolrzednymi wielowymiarowych pro-
cesOw Markowa, w ktorych parametr czasu zostal zmieniony w losowy sposob. Procesem Markowa
nazywamy proces stochastyczny, w ktorym "przysztosé zalezy od przesztosci jedynie poprzez te-
razniejszos¢". Oznacza to, ze dalszy bieg procesu zalezy tylko od stanu, w jakim znajduje si¢ on w
danej chwili, a nie od drogi, ktora przebyt wezesniej. Przyktadem procesu o tej wlasnosci jest ruch
Browna (ruch pyltku na powierzchni wody). Procesy Markowa stuza do modelowania wielu zjawisk
fizycznych, chemicznych, biologicznych czy ekonomicznych.

Gdy X = (Xi1,...,Xy) jest wektorem losowym o wartosciach w R?, zadanie zbadania zalez-
nosci miedzy wspotrzednymi mozemy sprowadzi¢ do znalezienia odpowiedniej funkcji taczacej
(tzw. kopuly). Doktadniej, twierdzenie Sklara mowi, ze istnieje taka funkcja C' zdefiniowana na
d-wymiarowej kostce, ze dystrybuanta rozktadu tacznego wektora X = (Xi,..., X,) jest rowna
C(Fi(z1), ..., Fa(xq)), gdzie Fy, ..., F; sa dystrybuantami rozktadow brzegowych. Na przyktad, jesli
X1, ..., Xy sa zmiennymi niezaleznymi, C(uq, ..., uq) = uy - --ug. W ten sposoéb mozemy oddzieli¢
strukture zaleznosci wektora losowego od samych rozktadéw brzegowych. Powstaje pytanie, czy
takie samo rozumowanie mozemy zastosowaé¢ w sytuacji, gdy zamiast wektora losowego rozwaza-
my d-wymiarowy proces stochastyczny. Okazuje sie, ze w tym przypadku struktury zaleznosci nie
mozemy opisaé poprzez funkcje taczaca rozktady poszczegélnych wspotrzednych w rozktad catego
procesu. Musimy wiec uciekaé sie do znajdywania pewnych zaleznosci pomiedzy charakterystyka-
mi jednowymiarowych procesow. W przypadku d-wymiarowego procesu Markowa interesujacym
pytaniem jest, czy jego pojedyncza wspotrzedna tez ma wlasnosé Markowa (czyli czy "zapomina"
o swojej przeszlosci). Oczywiscie jest tak, jesli wspolrzedne sa niezalezne; okazuje sie jednak, ze
w og6lnym przypadku nie musi tak by¢. Proces Markowa, ktérego wspolrzedne tez maja wlasnosé
Markowa nazywamy markowsko zgodnym.

Projekt ma na celu zbadanie, jaki wplyw na strukture zalezno$ci wielowymiarowego procesu
Markowa ma losowa zmiana czasu. Zmiana czasu oznacza, ze bedziemy ewaluowaé proces X nie
w momencie ¢, ale w momencie 7(t), gdzie 7 jest nieujemnym i niemalejacym procesem stocha-
stycznym, by¢ moze zaleznym od X. Otrzymujemy w ten sposob nowy proces Y (t) = X(7(t)).
Mozemy na przyktad wyobrazi¢ sobie, ze gdy proces X wpada do pewnego ustalonego stanu, czas
zaczyna biec szybciej - zatem nowy proces bedzie przebywaé¢ w tym stanie krocej, lub na odwrot
- w innym stanie czas zostaje zwolniony, powodujac dtuzsze przebywanie w nim procesu Y (zeby
zobrazowaé to jeszcze lepiej wyobrazmy sobie, ze czas zwalnia za kazdym razem, gdy jesteSmy na
wakacjach 1 przyspiesza, gdy jesteSmy w pracy). Takie zmiany czasu czesto stuza do przedstawia-
nia skomplikowanych proceséw poprzez prostsze, niejako "przesuwajac" skomplikowang strukture
do samego 7. Nasuwa sie zatem pytanie, czy proces 7 moze tez kodowaé¢ informacje o strukturze
zaleznosci procesu Y. Innymi stowy, co mozemy wywnioskowac¢ na temat zaleznosci miedzy wspot-
rzednymi procesu Y, majac dany proces X oraz zmiane czasu 7 - na przyklad, czy nowy proces jest
markowsko zgodny. Mozemy tez odwrocié to pytanie i zastanowié sie, czy istnieje zmiana czasu,
po ktorej proces Y (w szczegolnosci jego struktura zaleznosci) bedzie spelia¢ zadane przez nas
warunki (na przyktad, jesli X nie jest markowsko zgodny, czy mozemy znalezé taka zmiane czasu,
ktora te wlasnosé "naprawi"). Aby odpowiedzieé¢ na te pytania bedziemy badac, jak zachowuja sie
charakterystyki procesu Y po réznego rodzaju zmianach czasu.



