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Ustalmy liczbe pierwsza p i niezerowsg liczbe wymierna x. Wowczas & moze zostaé przedstawiona w
jednoznaczny sposéb w postaci %pt, gdzie a € Z, b € Ny, p{ab oraz t € Z. Wykltadnik ¢ w powyzszym
przedstawianiu nazywamy waluacja p-adyczna liczby x i zapisujemy ja jako vp(z). W przypadku z = 0
ktadziemy v,(0) = 4o0o. Nastepnie, dla kazdej liczby wymiernej x definiujemy jej norme p-adyczna
x|, = p~ @) Zauwazmy, ze norma p-adyczna daje strukture przestrzeni metrycznej na ciele Q. Jego
uzupelienie wzgledem normy p-adycznej jest cialem topologicznym, zwanym ciatem liczb p-adycznych
Q-

Badanie waluacji p-adycznych wyrazéw ustalonych ciggoéw liczb wymiernych w ogoélnosci jest zagadnie-
niem nietrywialnym i ciekawym. Zajmuje sie nim wielu matematykéw. Znajomosé waluacji p-adycznych
wyrazow ustalonego ciggu pozwala nam okresli¢, ktore z tych wyrazow sg liczbami catkowitymi i pomaga
nam przy rozwiazywaniu pewnych rownaii diofantycznych. Jesli n € N, to wtedy definiujemy liczbe Hp(n)
jako liczbe rozwiazain rownania o = id w grupie S,,. JakosSciowy opis wartosci vp(Hy(n)) jest znany dla
kazdej liczby pierwszej p. Zauwazmy, ze Hy(n) jest liczby permutacji o € Sy, ktore daja sie zapisa¢ jako
iloczyny parami roztacznych cykli dtugosci p. W ten sam sposoéb mozna zdefiniowaé¢ dla kazdej liczby
naturalnej d > 2 liczbe Hy(n) jako liczbe permutacji o € Sy, ktore daja sie zapisa¢ jako iloczyny parami
roztacznych cykli dlugosci d. Warto zauwazyé¢, ze do tej pory nie jest znany opis waluacji p-adycznych
liczb Hy(n) w przypadku, gdy p > d (nawet dla d = 2).

Dla zbioru A C N definiujemy jego zbior ilorazéow jako R(A) = {% ta,be Ab# O}. Wryniki dotyczace
gestosci zbiorow R(A), gdzie A C N, w zbiorze dodatnich liczb rzeczywistych sa znane od dziesiecioleci.
7 drugiej strony, zagadnienie gestosci zbioréow ilorazéw podzbiorow N w ciatach liczb p-adycznych jest
zagadnieniem stosunkowo nowym. Dlatego zawiera ono wiele nierozwigzanych problemoéw, jak na przyktad
problem p-adycznej gestosci zbiorow R(A), gdzie A jest zbiorem wartosci ustalonej formy kwadratowej
lub zbiorem sum n poteg liczb naturalnych o wyktadniku 4 lub 5, gdzie n € N, jest ustalone. Innym
problemem otwartym w tej dziedzinie jest pytanie o istnienie takiego podziatu zbioru N na dwa podzbiory
A i B, ze dla dowolnej liczby pierwszej p zaden ze zbiorow R(A), R(B) nie jest gesty w Q.

Pierwszym celem projektu Wtasnosci p-adyczne pewnych ciggow kombinatorycznych i podzbioréw zbioru
liczb naturalnych jest uzyskanie jakosciowego opisu waluacji p-adycznych liczb Hg(n), gdzie p > d > 2 sa
ustalone. Zamierzam rowniez uzyska¢ wyniki dotyczace tozsamosci kombinatorycznych dla liczb Hy(n),
ich dzielnikéw pierwszych oraz okresowosci ich reszt z dzielenia przez ustalong liczbe naturalng dodat-
nig. Drugim celem jest badanie p-adycznej gestosci zbioréow ilorazéw wartosci form kwadratowych i sum
czwartych i piatych poteg liczb naturalnych. Dodatkowo planuje rozwazy¢ zbiory ilorazéw wyzszych poteg.
Oprocz tego, zamierzam odpowiedzie¢ na pytanie, czy istnieja takie roztgczne podzbiory zbioru N, zZe ich
sum jest rowna N i zaden z ich zbioréw ilorazow nie jest gesty w @, dla jakiejkolwiek liczby pierwszej p.



