
Dynamika z punktu widzenia pojedynczych orbit:
quasi-krysztaªy, miary niezmiennicze, zªo»ono±¢

(Popularnonaukowe streszczenie projektu)

Nauki przyrodnicze i spoªeczne u»ywaj¡ j¦zyka matematyki, aby otrzyma¢ modele, czyli przybli»one
opisy zjawisk zachodz¡cych w otaczaj¡cym nas ±wiecie. Mianem ukªadów dynamicznych nazywamy
takie modele, które opisuj¡ procesy zmieniaj¡ce si¦ w czasie lub w przestrzeni. Ich analiza pomaga
w zrozumieniu i przewidywaniu ewolucji zjawisk opisanych w j¦zyku matematyki przy pomocy równa«
i funkcji.

Tematem przewodnim projektu s¡ zwi¡zki pomi¦dzy globalnymi wªasno±ciami ukªadu dynamicz-
nego a zachowaniem pojedynczych orbit tego ukªadu. Orbit¡ punktu nazywamy zbiór stanów, które
ten punkt odwiedza wskutek stosowania praw ewolucji zapisanych w danym modelu. Takie podej±cie
z perspektywy �pojedynczej orbity� cz¦sto wyst¦puje w dynamice topologicznej. Kluczowe w nim s¡
pytania: Czy maj¡c cz¦±ciow¡ lub przybli»on¡ wiedz¦ o strukturze orbit mo»na otrzyma¢ kompletn¡
orbit¦ zawieraj¡c¡ t¦ sam¡ informacj¦? Czego mo»na dowiedzie¢ si¦ o ukªadzie w oparciu o istnienie
takiej pojedynczej orbity? Z tymi pytaniami zwi¡zane s¡ wªasno±ci specy�kacji i ±ledzenia. Poj¦cia
te nale»¡ do najwa»niejszych narz¦dzi dynamiki topologicznej. �ledzenie umo»liwia konstrukcje orbit
odtwarzaj¡cych tzw. pseudo-orbity (ci¡gi punktów, w których ka»dy kolejny punkt jest jednostajnie
blisko obrazu w naszym modelu poprzedniego punktu ci¡gu). Specy�kacja pozwala na przybli»anie
dowolnej kolekcji segmentów orbit przez pojedyncz¡ orbit¦. Obie wªasno±ci zwi¡zane s¡ z teori¡ ukªa-
dów hiperbolicznych i obie maj¡ liczne odmiany wykorzystywane w badaniach ró»norodnych ukªadów
dynamicznych. Z tymi dwiema wªasno±ciami ª¡cz¡ si¦ poj¦cia entropii topologicznej i zªo»ono±ci, które
mierz¡ jak szybko ro±nie liczba rozró»nialnych (odlegªych jeden od drugiego) segmentów orbit o dªugo±ci
n w ukªadzie, gdy n zmierza do niesko«czono±ci.

Chcieliby±my skupi¢ si¦ na tych orbitach, które dostarczaj¡ nam najwi¦cej informacji o badanym
zjawisku, czyli takich, których zachowanie jest typowe, czyli zgodne ze statystycznym zachowaniem
ukªadu. Aby móc powiedzie¢, co to znaczy typowe, musimy najpierw ustali¢ miar¦, dzi¦ki której b¦-
dziemy w stanie stwierdzi¢, jak wygl¡da statystycznie ±rednie zachowanie orbity w ukªadzie. B¦dziemy
rozwa»a¢ tylko miary probabilistyczne i niezmiennicze, to jest takie, które opisuj¡ prawdopodobie«-
stwa wyst¦powania pewnych zdarze« w ukªadzie i prawdopodobie«stwa te nie zale»¡ od czasu (nie
zmieniaj¡ si¦ w czasie). W±ród nich mo»na wyró»ni¢ miary ergodyczne, to znaczy miary, wzgl¦dem
których dynamika jest nierozkªadalna na nietrywialne podukªady. Wiadomo, »e zbiór wszystkich miar
niezmienniczych ma struktur¦ sympleksu, czyli jest podobny do wielowymiarowego (by¢ mo»e nie-
sko«czenie wymiarowego) trójk¡ta. �Wierzchoªkami� takiego trójk¡ta s¡ wªa±nie miary ergodyczne.
Twierdzenie ergodyczne Birkho�a mówi, »e dla ka»dej miary ergodycznej istnieje punkt, który b¦dzie
odwiedzaª du»e (wzgl¦dem tej miary) zbiory cz¦sto a maªe � rzadko. Co wi¦cej, takich punktów jest
bardzo du»o (wzgl¦dem tej miary).

Poznanie wªasno±ci miar niezmienniczych pomaga w zrozumieniu dynamiki zjawiska, które badamy.
Mo»na to zilustrowa¢ na przykªadzie entropii. Mówi¡c ogólnie, entropia mierzy jak bardzo zªo»ona jest
dynamika badanego zjawiska. Entropia topologiczna ukªadu dynamicznego bada, ile ró»nych orbit je-
ste±my w stanie zaobserwowa¢, je»eli dysponujemy urz¡dzeniem o asymptotycznie doskonaªej zdolno±ci
rozdzielczej. Entropia dynamiczna miary niezmienniczej jest tym wi¦ksza, im bardziej skomplikowana
jest dynamika ukªadu, je»eli bierzemy pod uwag¦ tylko to, co dzieje si¦ na du»ym zbiorze (wzgl¦dem tej
miary). Wiadomo, »e entropia topologiczna jest ograniczona z doªu przez entropi¦ dynamiczn¡ ka»dej
miary niezmienniczej i mo»e by¢ dowolnie dobrze przybli»ana przez entropie takich miar.

Klasa ukªadów dynamicznych o zerowej entropii (czyli pozornie nieskomplikowanych) jest bogata.
Nale»¡ do niej na przykªad wszystkie izometrie, ale równie» modele, które s¡ znacznie mniej regularne.
Dlatego, aby opisa¢ zªo»ono±¢ ukªadów o zerowej entropii, potrzebujemy dodatkowych narz¦dzi.

Realizuj¡c projekt b¦dziemy bada¢ mi¦dzy innymi ukªady, które pomagaj¡ zrozumie¢ zachowanie
quasi-krysztaªów, czyli ciaª staªych, w których atomy ukªadaj¡ si¦ w regularn¡, ale niepowtarzaj¡c¡ si¦
struktur¦. Takie materiaªy mog¡ by¢ modelowane przez przestrze« podzielon¡ na wypukªe wielo±ciany
w sposób bardzo uporz¡dkowany (i speªniaj¡cy dodatkowe techniczne wªasno±ci).
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