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Dynamika z punktu widzenia pojedynczych orbit:
quasi-krysztaty, miary niezmiennicze, ztozonosc¢
(Popularnonaukowe streszczenie projektu)

Nauki przyrodnicze i spoteczne uzywaja jezyka matematyki, aby otrzymaé¢ modele, czyli przyblizone
opisy zjawisk zachodzacych w otaczajacym nas swiecie. Mianem uktaddw dynamicznych nazywamy
takie modele, ktore opisuja procesy zmieniajace sie w czasie lub w przestrzeni. Ich analiza pomaga
w zrozumieniu i przewidywaniu ewolucji zjawisk opisanych w jezyku matematyki przy pomocy réwnan
1 funkcji.

Tematem przewodnim projektu sa zwiazki pomiedzy globalnymi wtasnosciami uktadu dynamicz-
nego a zachowaniem pojedynczych orbit tego uktadu. Orbita punktu nazywamy zbiér stanéw, ktére
ten punkt odwiedza wskutek stosowania praw ewolucji zapisanych w danym modelu. Takie podejscie
z perspektywy ,pojedynczej orbity” czesto wystepuje w dynamice topologicznej. Kluczowe w nim sa
pytania: Czy majac czedciowa lub przyblizong wiedze o strukturze orbit mozna otrzymaé kompletna
orbite zawierajaca te sama informacje? Czego mozna dowiedzie¢ sie o ukladzie w oparciu o istnienie
takiej pojedynczej orbity? Z tymi pytaniami zwigzane sa wtasnosci specyfikacji i §ledzenia. Pojecia
te naleza do najwazniejszych narzedzi dynamiki topologicznej. Sledzenie umozliwia konstrukcje orbit
odtwarzajacych tzw. pseudo-orbity (ciagi punktow, w ktorych kazdy kolejny punkt jest jednostajnie
blisko obrazu w naszym modelu poprzedniego punktu ciagu). Specyfikacja pozwala na przyblizanie
dowolnej kolekcji segmentéw orbit przez pojedyncza orbite. Obie wlasnosdci zwiazane sa z teoria ukta-
déw hiperbolicznych i obie maja liczne odmiany wykorzystywane w badaniach réznorodnych uktadow
dynamicznych. Z tymi dwiema wtasnosciami tacza sie pojecia entropii topologicznej i ztozonosci, ktore
mierzg jak szybko rosnie liczba rozroznialnych (odlegtych jeden od drugiego) segmentéw orbit o dtugosci
n w uktadzie, gdy n zmierza do nieskoriczonosci.

Chcieliby$my skupi¢ sie na tych orbitach, ktore dostarczajg nam najwiecej informacji o badanym
zjawisku, czyli takich, ktérych zachowanie jest typowe, czyli zgodne ze statystycznym zachowaniem
uktadu. Aby moéc powiedzieé¢, co to znaczy typowe, musimy najpierw ustali¢ miare, dzieki ktorej be-
dziemy w stanie stwierdzi¢, jak wyglada statystycznie §rednie zachowanie orbity w uktadzie. Bedziemy
rozwazaé tylko miary probabilistyczne i niezmiennicze, to jest takie, ktore opisuja prawdopodobieri-
stwa wystepowania pewnych zdarzen w ukladzie i prawdopodobienstwa te nie zaleza od czasu (nie
zmieniaja sie¢ w czasie). Wér6d nich mozna wyrézni¢ miary ergodyczne, to znaczy miary, wzgledem
ktérych dynamika jest nierozktadalna na nietrywialne poduktady. Wiadomo, ze zbiér wszystkich miar
niezmienniczych ma strukture sympleksu, czyli jest podobny do wielowymiarowego (by¢ moze nie-
skoniczenie wymiarowego) trojkata. ,Wierzchotkami” takiego trojkata sa wlasnie miary ergodyczne.
Twierdzenie ergodyczne Birkhoffa moéwi, ze dla kazdej miary ergodycznej istnieje punkt, ktéry bedzie
odwiedzal duze (wzgledem tej miary) zbiory czesto a mate — rzadko. Co wiecej, takich punktow jest
bardzo duzo (wzgledem tej miary).

Poznanie wtasnosci miar niezmienniczych pomaga w zrozumieniu dynamiki zjawiska, ktére badamy.
Mozna to zilustrowaé na przyktadzie entropii. Méwiac ogblnie, entropia mierzy jak bardzo ztozona jest
dynamika badanego zjawiska. Entropia topologiczna uktadu dynamicznego bada, ile r6znych orbit je-
stedmy w stanie zaobserwowag, jezeli dysponujemy urzadzeniem o asymptotycznie doskonatej zdolnosci
rozdzielczej. Entropia dynamiczna miary niezmienniczej jest tym wieksza, im bardziej skomplikowana
jest dynamika uktadu, jezeli bierzemy pod uwage tylko to, co dzieje sie na duzym zbiorze (wzgledem tej
miary). Wiadomo, ze entropia topologiczna jest ograniczona z dotu przez entropi¢ dynamiczng kazdej
miary niezmienniczej i moze by¢ dowolnie dobrze przyblizana przez entropie takich miar.

Klasa ukladéw dynamicznych o zerowej entropii (czyli pozornie nieskomplikowanych) jest bogata.
Naleza do niej na przyktad wszystkie izometrie, ale réwniez modele, ktére sg znacznie mniej regularne.
Dlatego, aby opisa¢ zlozonosé uktadéw o zerowej entropii, potrzebujemy dodatkowych narzedzi.

Realizujac projekt bedziemy badaé¢ miedzy innymi uktady, ktére pomagaja zrozumieé¢ zachowanie
quasi-krysztatow, czyli ciat statych, w ktérych atomy uktadaja sie w regularna, ale niepowtarzajaca sie
strukture. Takie materialy moga by¢ modelowane przez przestrzen podzielong na wypukte wielodciany
w sposob bardzo uporzadkowany (i spetniajacy dodatkowe techniczne wtasnosci).



