
Efektywne obliczenia w matematykach predykatywnych

Wedªug Alexandra Grothendiecka badania matematyczne polegaj¡ na zrozumieniu istoty rzeczy, rzeczy ja-
kimi one s¡, a zatem aktywno±¢ badawcza jest na tym samym poziomie co nauczanie, obja±nianie i pokazywanie
matematyki. Opisywaª on swoj¡ dziaªalno±¢ w matematyce jako proces tworzenia nowych alternatywnych ±wia-
tów, gdzie problemy wymagaj¡ce rozwi¡zania mog¡ naturalnie egzystowa¢ i zosta¢ w ªatwy sposób rozwi¡zane.
Niektóre problemy wydaj¡ si¦ trudne tylko dlatego, »e patrzymy na nie z perspektywy niewªa±ciwego ±wiata.
�wiaty, które budowaª Grothendieck, znane s¡ obecnie jako toposy Grothendiecka.

Przejawy tej �lozo�i mo»na odnale¹¢ równie» w bie»¡cych pracach innych naukowców, dotycz¡cych zbiorów
nominalnych i zbiorów z atomami. Idea traktowania danej struktury matematycznej jako egzystuj¡cej wewn¡trz
alternatywnego ±wiata doprowadziªa do szeregu prac odwoªuj¡cych si¦ do zbiorów nominalnych, w wyniku któ-
rych nast¡piªo spore uproszczenie metod i dowodów pewnych znanych twierdze«, i rzucenie ±wiatªa na wcze±niej
nieznane zjawiska. Podobna motywacja le»aªa u podstaw prac nad fundamentami teorii automatów w zbiorach z
atomami. Zbiory z atomami stanowi¡ alternatyw¦ dla klasycznych teoriomnogo±ciowych podstaw matematyki.
W zbiorach z atomami niektóre niesko«czone, cho¢ bardzo symetryczne struktury, zachowuj¡ si¦ jakby byªy
sko«czone. Z uwagi na to mo»na przenie±¢ klasyczn¡ analiz¦ i algorytmy ze zbiorów sko«czonych na pewne
zbiory niesko«czone. Bie»¡ce wyniki pokazuj¡, »e jest to faktycznie mo»liwe i prowadzi do wielu praktycznych
zastosowa«: m.in. teorii automatów uprawianej nad niesko«czonymi alfabetami, model checkingu, algorytmi-
zacji szerszych klas speªnialno±ci na ograniczeniach (CSP), czy powstania nowych j¦zyków programowania1.
Celem proponowanego projektu, z perspektywy �lozo�i Alexandra Grothendiecka, jest znalezienie dokªadniej-
szych wyja±nie« matematycznych fenomenów i lepsza ekspozycja matematyki tak, aby nowe twierdzenia mogªy
si¦ same pojawi¢ i aby ujawniªy si¦ dot¡d niezbadane obszary matematyki, zapocz¡tkowuj¡c badania w nowych
kierunkach. Co wi¦cej, wynikiem projektu b¦dzie uni�kacja teorii z ró»nych gaª¦zi matematyki i informatyki,
zapobiegaj¡ca procesowi ponownego odkrywania na nowo dawno ju» odkrytych wyników. Projekt ten ma jednak
przynie±¢ wi¦cej korzy±ci.

W rzeczy samej, projekt ten znajduje si¦ w kwadracie Pasteura � dotyczy on bowiem bada« podstawowych,
jednak silnie inspirowanych realnymi problemami i z bezpo±rednimi zastosowaniami w praktyce: w szczególno±ci
do formalnej wery�kacji systemów typu �mission critical� i �safety critical�. Niezawodno±¢ takich systemów in-
formatycznych jest jedn¡ z najwa»niejszych i najtrudniejszych do osi¡gni¦cia kwestii w procesie projektowania
systemu. Awarie w systemach typu �mission critical� i �safety critical� mog¡ powodowa¢ dªugotrwaªe szkody w
±rodowisku, ±mier¢ ludzi, a nawet zniszczenie caªych cywilizacji. Dla przykªadu w 1980 r. póªnocnoameryka«-
skie dowództwo obrony powietrznej poinformowaªo, »e USA zostaªo zaatakowane i rozpocz¦ªo przygotowania do
kontrataku nuklearnego. Na szcz¦±cie szybko okazaªo si¦, »e raport zostaª spowodowany awari¡ systemu NORAD
i przygotowania do kontrataku zostaªy wstrzymane. Trzy lata pó¹niej radzieckie satelity wczesnego ostrzegania
zgªosiªy nadci¡ganie pi¦ciu pocisków balistycznych nale»¡cych do Stanów Zjednoczonych. O�cer dy»urny, Sta-
nisªaw Pietrow, podejrzewaj¡c bª¡d w systemach komputerowych, zdecydowaª si¦ zªama¢ o�cjalne procedury i
nie odpali¢ pocisków nuklearnych - tym samym ratuj¡c ±wiat przed wojn¡ nuklearn¡ na peªn¡ skal¦. Pó¹niejsze
±ledztwo wykazaªo, »e system informatyczny dziaªaª nieprawidªowo. W latach 1985-1987 urz¡dzenie medyczne
Therac-25 doprowadziªo do masowego przedawkowania promieniowania udzielanego pacjentom podczas terapii,
doprowadzaj¡c do sze±ciu zgonów i wielu powikªa«. Usterka urz¡dzenia spowodowana byªa bª¦dami wspóªbie»-
no±ci, powoduj¡cymi tzw. �race condition�. W 2004 r. wdro»ono nowy system komputerowy w Agencji Wsparcia
Dziecka w Wielkiej Brytanii. Oprogramowanie zawieraªo ponad 500 bª¦dów i doprowadziªo do nadpªacenia 1
900 000 osób i niedopªacenia okoªo 700 000 osób.

Techniki model-checking'u pomagaj¡ w wery�kacji systemów i modeli systemów, automatyzuj¡c ten proces i
tworz¡c formalne dowody poprawno±ci systemu, lub te» dostarczaj¡c jawne kontrprzykªady na jego niedziaªanie.
Niestety, klasyczny model-checking dotyczy wyª¡cznie sko«czonych systemów i jako taki mo»e by¢ stosowany
do wery�kacji procesów projektowania sprz¦tu, jednak nie bezpo±rednio do oprogramowania komputerowego
(chocia» niektóre cz¦±ci systemów komputerowych mog¡ zosta¢ �zrzutowane� do maszyn sko«czenie stanowych
i formalnie zwery�kowane). Powodem tego ograniczenia jest to, »e dodanie do automatów sko«czonych do-
datkowej mocy wyrazu, która jest potrzebna do modelowania peªnych systemów komputerowych, powoduje, »e
proces wery�kacji jest nierozstrzygalny (tj. nieautomatyzowalny). Niemniej jednak, ostatnie wyniki pokazuj¡, »e
niektóre niesko«czone systemy mog¡ by¢ traktowane jako sko«czone z perspektywy alternatywnej matematyki
i tym samym wery�kowane efektywnie. Nasz projekt doprowadzi do ogólniejszego spojrzenia na alternatywne
matematyki, daj¡c tym samym nowe techniki wery�kacji systemów.

1Implementacja Nλ - j¦zyka funkcyjnego wspieraj¡cego obliczenia na niesko«czonych strukturach z atomami - jest dost¦pna pod

adresem: https://www.mimuw.edu.pl/~szynwelski/nlambda/.
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