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Jednym z podstawowych probleméw w geometrii rézniczkowej jest badanie wlasnosci prze-
ksztalcen miedzy rozmaitosciami u: M — N (czyli miedzy krzywymi, powierzchniami etc.),
a zwlaszcza przeksztatcen w jakims sensie optymalnych. Jesli za optymalne przyja¢ przeksztat-
cenia, dla ktorych objetos¢ obrazu jest minimalna (tzn. mate lokalne zaburzenie u prowadzi
do zwiekszenia objetosci), prowadzi to do teorii powierzchni minimalnych. Zamiast tego moz-
na minimalizowaé caltke z kwadratu wielkosci pochodnej [, |[Vu|? (podobna wielko$¢ pojawia
sie w modelach fizycznych jako energia, stad nazwa energia Dirichleta); to drugie podejscie
prowadzi do teorii (minimalizujacych) przeksztatceri harmonicznych, ktorej dotyczy moja praca
doktorska. Jak wida¢, teoria ta czerpie motywacje zaréwno z pewnych modeli fizycznych (np.
opisu struktury ciekltych krysztalow), jak i matematyki czyste;.

Przykladem przeksztalcenia harmonicznego bedzie u: B® — S2?, ktére minimalizuje energic
w klasie przeksztalcen réwnych na brzegu przeksztalceniu identycznosciowemu id: S? — S2.
Na mocy twierdzenia Brouwera u nie moze by¢ ciaggle, a tym bardziej klasy C!, co motywuje
rozwazanie szerszej klasy przeksztalceri Sobolewa W12(B?,S?), powszechnie uzywanej w row-
naniach rézniczkowych czastkowych. Fenomen osobliwosci przeksztatcen harmonicznych jest
jednak bardziej subtelny i wystepuje réwniez pod nieobecnosé przeszkod topologicznych — zna-
ne sg przyklady przeksztalcen brzegowych p: S? — S?, dla ktérych istnieja gtadkie przedtuzenia
na kule, ale powstanie osobliwo$ci pozwala zmniejszy¢ energie przeksztatcenia.

W przypadku przeksztalcenn harmonicznych u: M — N z n-wymiarowej dziedziny M wiado-
mo, ze u jest gladkie (klasy C'*°) poza pewnym domknietym prostowalnym (n—3)-wymiarowym
zbiorem sing u C M. Naturalne sa w tym kontekscie pytania o wielkos¢ i strukture zbioru oso-
bliwego, ktoére pokrotce zarysuje.

W pierwszym z wymienionych kierunkéw Naber i Valtorta wykazali niedawno, ze (n — 3)-
wymiarowa miara Hausdorffa H" 3 (odpowiednik miary powierzchni dla niegladkich obiektow)
zbioru osobliwego sing u jest skonczona. Pozwala to zada¢ dalsze pytania: jesli u: B" — N
minimalizuje energiec wsrod przeksztalceri réwnych na brzegu zadanemu ¢: S*! — N, to
czy miare H" 3(singu) mozna ograniczy¢ z gory przez stala zalezna jedynie od n, N oraz
statej Lipschitza przeksztalcenia ¢? Mozliwych naturalnych hipotez dotyczacych oszacowan na
wielkosé sing u jest wiele, a wprowadzone przez Nabera i Valtorte nowatorskie narzedzia wydaja
sie obiecujace w kontekscie dalszego rozwoju.

Druga grupa pytan dotyczy przypadkow, kiedy zbior osobliwy sing u jest (n — 3)-wymiarowa
rozmaitoscia; w ogo6lnosci daje sie on jedynie pokry¢ przez rozmaitosci, ale nie musi stanowic¢ ich
otwartego podzbioru. Poza najprostszym przypadkiem n = 3 (gdy zbior sing u jest skonczony),
Hardt i Lin wykazali, ze zbiér osobliwy przeksztalcen u: B* — S? rzeczywiscie jest rozmaitoscia,
a dokladniej singu sktada sie ze skonczenie wielu krzywych i izolowanych punktéow. W tym
kontekscie narzucaja sie pytania o role wymiaru (n = 4 jest niejako najmniejsza nietrywialng
wartoscig) i sfery S? (jakie inne rozmaitosci N' w obrazie maja te sama wtasnos$¢?). Ich badanie
prowadzi do interesujacych probleméw otwartych, ktore sa bliskie klasycznemu zagadnieniu
szukania przeksztalcen harmonicznych u: S? — N w zadanej klasie homotopii.

Dziedzina przeksztatcen harmonicznych znajduje sie na styku geometrii rézniczkowej i rownan
rozniczkowych czastkowych, stad tez czerpie wiele idei i technik. Bardzo owocne okazujg sie
zwiazki z innymi problemami pochodzenia geometrycznego; glteboka analogia ze wspomnianymi
juz powierzchniami minimalnymi wydaje si¢ szczegélnie obiecujaca.



